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±XL dem vorliegenden Lehrbuch der Erystallberechnung 
wird die Eenntniss der sphärischen Trigonometrie und der 
Erystallgestalten vorausgesetzt. 

Die Berechnung der Erystalle auf Grundlage einer stereo- 
graphischen Projection wird sich nach meiner üeberzeugung 
mehr und mehr Bahn brechen. Obwohl nun die Theorie in 
vielen Werken ausfuhrlich behandelt wird, so existirt doch 
kein einziges, in dem sie durch zahlreiche Beispiele erläutert 
ist. Diese Lücke auszufüllen, ist das vorliegende Lehrbuch 
bestimmt. Es behandelt daher auch die stereographische Pro- 
'N^ jectionsmethode so weit als nothwendig ist, um den Leser in 

den Stand zu setzen, jede Gestalt und Combination richtig zu 
projieiren. Obgleich die Tendenz des Werkes eine vorwiegend 
praktische ist, so ist doch auch der Theorie in so ausreichendem 
Masse Rechnung getragen, dass die meisten Combinationen nach 
mehreren Methoden konnten berechnet werden. Und das ist 
gewiss nicht von geringem Werth; denn der Gesichtskreis des 
Lesers wird dadurch erweitert und er selbst zur Auffindung 
anderer Wege angeregt ; ausserdem wird ihm aber eine wichtige 
Controle für die Richtigkeit seiner Rechnungen geboten. 

DiQ Theorie der Zwillingsbildung ist hier für recht- und 
schiefwinklige Axen ganz ausführlich behandelt und auf die 
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ludlH-i^ottiitff« i»t iiuch liitf Biiscimjiüiur d^r Zwülüis^fliehe auf 
l>u' bwi dar BiTvtiiitujiy: einr^k-er titj^ahen angestellten 

UKUiUK l.i'lii'iucll licr p-'m-iu luiä itn^waaii^ieii Krr^t^illogTaphie 

auf jjKtJ\i'M.'lK-iii \Vci|E>; ^.'llt"l*■.^■k-;l,!:, «uf lir-'.T.Ü.t.'i-v etiler stereo- 
mtH'lii-«.Iu-ii tV',k-tt'.vii -siiiil >ie jwr liiec 2-,;m ersten Male ab- 

Vliv l'i,iitvvs »tiivu'ii jtvts. ä-i.' rr:>c!vn.'kei: Werthe der At- 
loiiiiiLfi->.'..ialv« ii( udil 11 ijv'u'Ui :">.■(■ ; eüHLuol, wtil sich diis Glei- 
v-hiiii^vu cmof lvv*-^i,i' 'LtvKc liti.iurv-Q or: eiL-.-riti^r gt^:>taltrai, 
h.tu(.l„ivli!\!t .tl'^'i' »vil .uiA N.i;;i.uiaiH ■*<■;•.(■ Z'^Kh-zn skh alsdann 

•„.IviL vi<i'.t. 

l'n' hvvtKvii.tA'i' i,!v.M,iJu-u u:!viConi'';:;ji:w:i':c «Tirden anter 

lij.;-'" V\vii..\xiA-m.x 1^1 ; \ i ; cl l,vrx\ ■utt.'C. l^i auoh hier als 
lii.ti..v* .l'o u-,;i.;.-ll,^-» rt.-MV- '^vr AV^-ilitu^raahl m und n 
»4Vin.miiK.u wiuvlvii, v^' tiK^v^U'ii v'i-'-Ä^y :wce IvfÄwhmigen auf- 
v,>'-U>ni \\.>i«l.-ii. \vu ui' .nivli J\' l''„-i\-ti-^:i;i.>ti der im hexago- 
iiiliHi ii>nl itvu tv^.v'" '!■-'" S>-^ivii'vi; a:iti;fi>[fUrt'n Gleichungen 
du ili,> lii.li, ^\, V i" ^ vU-i 'iv'iuokvv« rütv-hi' eines Zwillings- 

(•.iiau.. ^.i'iii iiM'i ^^^^■;l y'! i.('ti;io(u il»ÄS nicht eine blosse 
'.11. mmi. II u Mim^i li-i^si Iv'vA'fiVf IWsit'huügen, dass auch 

IVi ' i ,■*',l.^J■'l■.^«^^'■• INvv-vt^'tti"» J^iwd bis auf eine einzige 

(1 i 1 V 1 V..11.1IUMI, wv'ivUu, IMo imrtdlelperspectivischeE 

*(.V li>i'i'>,sr '■ .li'i \\^ii^'''!'.*i's'Jivn di*jp\«>'U sind nach den vor- 
i».iiidM.n v*".">'kl>'* >i\--viv;-tisU und »'S is( jedesmal an dem 
ii^^^^vH^^^^^^'." \''io v's' Vjtis'lU^ »itj;vj:vK>u. Diese Zeichnungen 
—•*••'»* W^ttVvl 1*' »ttvii,'» t! *>(»'.■" s'»d du* oiHxigen Daten, die 
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bei der Berechnung der Combinationen anderen Werken ent- 
nommen werden konnten. 

Unter Kantenwinkel ist überall der von zwei in einer 
Kante zusammenstossenden Fläclien eingeschlossene innere 
Winkel verstanden. 

Bei der Berechnung der einzelnen Beispiele wurden ge- 
wöhnlich fünfstellige Logarithmen angewendet, weil diese bei 
der bis jetzt erreichten Zuverlässigkeit der Winkelangaben voll- 
ständig ausreichen. 

Zu besonderem Danke bin ich dem Herrn Dr. Eduard 
Hoff mann in Wiesbaden verpflichtet für die Bereitwilligkeit 
und Sorgfalt, mit der er mich beim Correcturlesen unterstützte. 

Henrich. 
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Druckfehler. 

Auf Seite 186, Zeile 4 muss es heissen: Die Gleichung der Fläche e, 
deren Indices hkl (statt hkl) sind. 



Einleitung in die Berecimnng der Erystalle. 



Fig. 1. 



Aufstellung der Grundgleichungen. 

§. 1. 

Es seien OX, OY, OZ (s. Fig. 1) drei begrenzte, in einem 
Punkte unter beliebigen Winkeln sich schneidende Linien. 
Verlängern wir jede vom Punkte aus um sich selbst, so haben 
wir ein schiefwinkliges Axensystem. Die Linien selbst nennen 
wir Axen. Die gezeichneten 
Richtungen OX, OY, OZ soUen 
die positiven Richtungen 
der Axen, die vom Punkte 
aus nach entgegengesetzter Rich- 
tung verlängerten Linien die 
negativen Richtungen der 
3 Axen sein. 

kgend eine Ebene H K L 
ist festgelegt durch die 3 Ab- 
schnitte OH, OK, OL auf den 
Axen. Diese Abschnitte nennt 
man die Parameter (Coordinaten) 
der Ebene oder der Fläche, denn in der Krystallographie werden 
die Ebenen Flächen genannt. Da in der Krystallographie par- 
allele Flächen als identische betrachtet werden, so ist die Ebene 
HKL in krystallographischer Hinsicht schon bestimmt durch 

Henrich, Lehrbuch der Krystallberechnimg. 1 
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der Parameter (OH : OK : OL). Durch da« 

rtällt der Raum in 8 Abtheilungen, die man 

(„■•«p**' " mithin gibt es auch 8 Flächen, die das 

"' '"■^^tniss OH: OK: OL haben. Sollen sie von 

ii^.«»f*Tve j.^j^j| werden, so mnss jedes Parameter mit 

"" r f^Qj- — versehen werden. Das -|-Zeichen 

^ I ■f»*'*'" weglassen, das — Zeichen nicht. Die Fläche, 

•* "*" * gterverhftltaiss OH : OK : OL ist, liegt mithin 

*^ -A m vorderen, oberen, rechten Octanten; die Fläche, 

I- *■» ■' "" gt^rverhältniss OH ; OK : — OL ist, in dem vor- 

*** ^^n, rechten Octanten. 

*'^' "" Mittelpunkte des Asensyatems nur eine einzige 
"'* f die Flache HKL möglich ist, so ist die Fläche 
»;««»"' _ durch die Länge und Richtung dieser Normale, 
"^ '' ■ der Krystallographie parallele Flächen als identische 
'""' (resehen werden, durch die Richtung der Normale 

^*'*'^ niese Normale nennt man Träger der Fläche. 
*"*" ten wir uns um den Mittelpunkt des Asensystems eine 
-. jjeljebigem Radius construirt und verlängern die 
f^ , fläche HKL, bis sie die Oberfläche der Kugel 
'""^^ -ht, so ist die Fläche HKL durch diesen Punkt auf 
^"r irel welcher Pol der Fläche HKL genannt wird, auch 
^'^ - t' denn verbinden wir ihn mit dem Axenmittelpunkte. 
'•^^tJn wir den Träger der Fläche HKL. 
* jj,^ gjtit noch eine andere Methode, eine Fläche zu be- 
ilie darin besteht, die Fläche auf irgend eine Ebene, 
Grundebene nennt, zu beziehen. In Fig. 1 sei ABC 
örundebene, deren Parameter a, b, c sind. Nun gibt es 
eine Zahl, die mit a multipHcirt gleich OH wird, 

vif diese Zahl -r-, so ist: 



OH = a. -i-. 
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Die Zahlen h, k, 1 nennt man die In die es der Fläche 
HKL; die Parameter a, b, c der Grundebene nennt man nun 
Axenlängen, das Zeichen (hkl) das Symbol der Ebene HKL. 
Aus der öl. 1 ersehen wir, dass der Index gleich ist dem 
Quotienten aus der Axenlänge und dem Parameter 

(''""ÖH ''""OK ^^~Öl} 

Nennt man die Zahl, die mit a multipHcirt H liefert, m, 
so ist auch 

H = a . m ; ebenso sei K = b . n und L = c . r. 

Die Zahlen m, n und r nennt man Ableitungszahlen. 
Vergleicht man die letzten 3 Gleichungen mit den Gleichungen 1, 
so bemerkt man sogleich, dass die Indices die reciproken Werthe 
der Ableitungszahlen und die Ableitungszahlen die reciproken 
Werthe der Indices sind. Kennt man mithin die Ableitungs- 
zahlen, so kennt man auch die Indices und umgekehrt. 

Der Erfahrung gemäss kommen an einem Krystalle nur 
solche Flächen vor, deren Indices (oder Ableitungszahlen) sich 
wie einfache rationale Zahlen verhalten, vorausgesetzt, dass man 
den Krystall auf ein Axensystem bezieht, dessen Richtungen und 
Längen durch den Schnitt irgend welcher möglichen Flächen 
des Krystalls bestimmt werden. Dies ist das Gesetz der Ratio- 
nalität der Indices. Der Erfahrung gemäss ist auch ein Kry- 
stall in krystaUographischer und physikalischer Beziehung ent- 
weder holosymmetrisch oder hemisymmetrisch nach allen Flächen 
eines seiner charakteristischen Flächencomplexe. 

§. 2. 

Erste Aufgabe. Man soll die Gleichung einer Fläche an- 
geben, welche die Beziehung zwischen den Indices, den Axen- 
längen und denjenigen Winkeln ausdrückt, welche die Normale 
OP der Ebene HKL (s. Fig. 2) mit den Axen OX, OY und 
Z bildet. Die Axen X, Y und Z sollen unter beliebigen 
Winkeln gegen einander geneigt sein. 

Es sei OP die Normale (Träger) der Ebene HKL vom 
Punkte aus. Verbinden wir den Durchstechungspunkt P der 



S„rei«l(. und der £)>«» mit a t L doreh gei»ie Lbin. so 
» ir die m-hlwinklür^o Dreiecke O PL. OPH und OPK. 
Aus dem rechtinnkligen 
'V Dreieck POH folgt 

OP 




cos POH =eos POX = 



folgt 

CO8P0K=C0SP0Y: 

und 

cos POL = cosPOZ = 



OP 
OK 

OP 
OL- 



lll' = OHcosPX = 



Schreiben wir statt POX, POY. 
y POZ kUrKr PX. PT. PZ, «o 

folgt ans den letzten 3 Glei- 

cbongen 
OKcosPT = OLcosPZ. 



•Vlj^i" "^'^ ^^ ^ tlH. OK und OL die Werthe au£ den 
lileitliutigen 1 des §, 1, Sil erhalten wir die gesuchte Gleichung 
der Flüt'lie HKL iu der folgenden Form: 



2) 



äPX = 



In (liest'!' Gleichung sind a, b und c die Parameter der Grund- 
,>})i'ii<-. ilie so^nannten Axenlängen: fa. k. I die Indices der 
|,|;i,li,. HKL. und PX. PY und PZ die Winkel der Normale 
mit lit'ii Axen X, Y und Z. Die ludices könneo positir und 
luijiillv -t'ia, Ist i, B, h n^jativ. k und I positiv, so liegt die 
l<'l:lilu' 111 dem hinteren, oberen, rechten Octanten. 

W 1 iiu die Ebene HKL der Axe OX durch Drehung parallel 
wird, ^'- ist h = und PX = 90, mithin cos PX ^ 0. 

jjiiiiLi "iid das erste Glied der Gl, 2 gleich — ^ ^ -v-, 

Hit' zwei anderen Glieder bleiben ungeändert. Der Aus- 

n . , b c 

linick ist demnach gleich -^ cos P Y ^ -j- 

iind ilii' (ileichung der Fläche ist alsdann: 

^cosPY = -^cosPZ. 



sPZ = OP 
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Dreht man die Ebene HKL so, dass sie der Axe X und Y 
zugleich parallel wird, so ist h = k = und cos P X = cos P Y = 0, 
mithin geht die öl. 2 über in 



0^ 












= -j-cosPZ = OP. 







Die Ausdrücke -tt- haben hier wieder denselben Werth wie 

vorher und die Gleichung der Fläche ist in diesem Falle 

c 



1 



cosPZ = OP. 
§. 3. 



Erklfinmg. Drei oder mehr Flächen, die einer geraden 
Linie parallel sind, nennt man tautozonale Flächen. Man 
sagt auch von solchen Flächen, sie liegen in einer Zone. 
Die Linie, welcher die Flächen parallel sind, heisst Zonen- 
axe. Wie sich auch immer die Temperatur des Krystalls 
ändern mag, so bleiben doch stets, der Erfahrung gemäss, die 
tautozonalen Flächen tautozonal. Dieses Gresetz nennt man das 
Gesetz der Erhaltung der Zonen. 

Denkt man sich vom Mittelpunkte einer Kugel Senkrechte 
auf 3 tautozonale Flächen errichtet und verlängert die Senk- 
rechten, bis sie die Oberfläche der Kugel durchstechen, so 
liegen die Durchstechungspunkte , die sogenannten Pole der 
tautozonalen Flächen, auf einem grössten Kreise der Kugel. 

Zweite Aufgabe. Drei Flächen Fig. a. 

seien tautozonal. Es soll die Be- 
ziehung gefunden werden, welche 
zwischen den Indices derselben 
besteht. 

Wir denken uns um den 
Axenmittelpunkt mit beliebigem p< 
Radius eine Kugel beschrieben, 
ziehen von diesem Punkte aus 
die Normalen zu den tautozonalen X 

Flächen und verlängern sie, bis sie die Oberfläche der Kugel in 
den Punkten P, Q, P' (s. Fig. 3) durchstechen. Diese 3 Punkte 
liegen auf einem grössten Kreise der Kugel. Verlängern wir die 
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X-Axe, bis sie die Oberfläche der Kugel im Punkte X (Fig. 3) 
durchsticht, und verbinden die Punkte P, Q und P' mit X durch 
Bögen grösster Kreise, so erhalten wir aus den 2 sphärischen 
Dreiecken PXQ und P'XQ die folgenden 2 Gleichungen: 
cos P X = cos P Q cos Q X + sin P Q sin Q X cos a, 
cos P'X = cos P'Q cos QX — sin P'Q sin QX cos a. 
Eliminirt man aus beiden Gleichungen cos a, indem man die 
erste Gleichung mit sin P' Q, die zweite mit sin P Q multiplicirt 
und beide Gleichungen addirt, so erhält man 

sin P'Q cos PX + sin PQ cos P'X = 
cos QX [sin P'Q cos PQ + cos P'Q sin PQ], 

a) sin P'Q cos PX + sin PQ cos P'X = 
cos QX sin (P'Q -f PQ) = cos QX sin PF. 
Denkt man sich die Y-Axe verlängert, bis sie die Ober- 
fläche der Kugel im Punkte Y durchsticht, verbindet dann Y 
mit P, Q und P' durch Bögen grösster Kreise, so kann man 
in analoger Weise eine zweite Gleichung ableiten. Diese zweite 
Gleichung erhält man noch einfacher aus der Gl. a, indem 
man X mit Y vertauscht. Die Gleichung ist 

b) sin P'Q cos PY + sin PQ cos P'Y = cos Q Y sin PP'; 
ebenso ergibt sich 

c) sin P'Q cos PZ -f sin PQ cos P'Z = cos QZ sin PP'. 
Bildet man aus den 3 Gleichungen a, b und c eine ein- 
zige, indem man jede der 3 Gleichungen durch sin PP'^ divi- 

dirt, aus den Gl. a und b die Quotienten — — =r=^ und —. — ^Tt^ 
' smPP smPP' 

ermittelt und ihre Werthe in die Gl. c einsetzt, so erhält man 

eine Gleichung, welche die Bedingung der Tautozonalität der 

3 Flächen enthält. 

Nach leichten Reductionen erhält man die Gleichung 

cos PZ [cos P'X cos Q Y — cos QX cos P'Y] + 

cos P'Z [cos QX cos PY — cos QY cos PX] + 

cos QZ [cos P'Y cos PX — cos PY cos P'X] = 0. 

Daraus folgt 

d) cos QX [cos PY cos P'Z — cos P'Y cos P 

cos Q Y [cos P'X cos PZ — cos PX cos P'Z 

cos QZ [cos P'Y cos PX — cos P Y cos P'X] 




Diese Gleichung drückt die Tautozonalität der 3 Flächen 
durch 9 Winkel aus. Ana ihr bilden wir noch 2 Gleichungen, 
von denen die eine die TaufcozonaUtat der 3 Flächen durch 
3 Winkel und 6 Indices, die andere durch 9 Indices (die Indices 
der 3 Flächen P, Q, F) ausdrückt. 
Sind wie früher 

a, b, c die Äxenlängen, 

h, k, 1 die Indices von P, 

e, f, g die Indices von Q, 

h', k', 1' die Indices von P', 
80 sind die Gleichungen der F^hen P, Q, P': 

4-cosPX = A, 
h k 



3PY=-fcosPZ, 



s QZ und 



7 cos P'X= -: 



.8P'Y = 



- cos P'Z. 



Bildet man aus der ersten und dritten dieser 3 Gleichungen 
die in Gl. d vorkommenden Producte und setat die erlialtenen 
Werthe in die Gl, d, 80 ergibt «ich die Gleichung 

cos QX (kl' — k'l) . a + ios QY Oh' — l'h) b 
+ cos Q Z (k'h — kh'i c == 0. 
Setzt man zur Abkürzung 

kl' — k'l = u, 
Ih' — l'h — T, 
k'h — kh' = w, 
uGleichung über in 

[ + vh coa QY + WC cos QZ = 0. 

bildet man nacli tilgendem Schema 

k ,, k 

k' 

k'"- li' k 

3 Fliehen P, Q, f 
I die Winkel QX, 
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QT und QZ der dritten Flache ans. Aus ihr erhalten wir die 
Gleichung, welche die Tautozonalitat der 3 Flachen durch die 
Indices der 3 Flächen ausdrückt, indem wir aus der Gleichimg 

— cos QX = -5- cos QY = — cos QZ 

e f g 

die Werthe cos QX = — cosQZ und cosQY = r — cos QZ in 

ag og 

die 61. 3 substituiren. Dadurch erhalten wir die einfache 

Gleichung 

4) eu -j- fv -|- gw = 0. 

Die GL 4 nennen wir die Zonengleichung. Die her- 
vorragende Wichtigkeit derselben wollen wir an einigen Bei- 
spielen erläutern. 

Erstes Beispiel. Die Figur 4 re- 
präsentirt die am Granat häufig Yor- 
kommende Combination oo . mOm. 
Es ist m zu ermitteln. Die 3 Flächen 
e, r und s sind tautozonal, denn sie sind 
der Combinationskante e : r parallel. 
Die Indices der Fläche 

e sind: 10 1, 
der Fläche s , : 11, 

1 



Fig. 4. 




der Fläche r 



m 



m 



oder lim, 
denn, da parallele Flächen als identische betrachtet werden, so 
darf man jeden der 3 Indices mit einer beliebigen Zahl multipli- 
ciren oder dividiren. In unserem Falle ist jeder der 3 Indices 
mit m multiplicirt worden. 

Nun bilden wir zunächst aus den Indices von e und s die 
in der Zonengleichung vorkommenden Grössen u, v und w nach 
folgendem Schema: 

10 110 
l^l^O^l 

111 = 1 1 T 



U V w 



U V w. 



— 9 - 

Der über 1 stehende Strich ist das Minuszeichen. Auch 
im folgenden schreiben wir das Minuszeichen über den Index, 
nicht vor ihn. Es ist daher stets h = — h. 

Setzt man diese Werthe für u, v und w in die öl. 4 und 
setzt in derselben Gleichung für e, f, g die Indices 1, 1, m 
der Fläche e in Fig. 4, so erhält man: 

1 + 1 — m = 0. 

Aus dieser Gleichung folgt m = 2. 

Die Combination Fig. 4 weist mithin die Flächen 

00 . 202 auf. 

Zweites Beispiel. Eine Fläche liege in zwei Zonen 
zugleich, man soll ihre Indices finden. 

Die 2 Zonen, in denen die Fläche liegt, wollen wir be- 
zeichnen durch (uvw) und (u'v'w'). Es werden u, v, w aus 
den Indices zweier Flächen der ersten Zone und u', v', w' aus 
den Indices zweier Flächen der zweiten Zone nach dem be- 
kannten Schema gebildet. — Die zu suchenden Indices der 
Fläche seien e, f, g. Weil diese Fläche in der Zone (uvw) 
liegt, muss nach Gl. 4 

eu + fv-f-gw = sein. 

Weil sie in der Zone (u'v'w') liegt, muss 

eu' + f v' -f- gw' = sein. 

Dividirt man beide Gleichungen durch f und ermittelt dann 

e er 

-«- und -|-, so erhält man: 

e vw' — v'w j g uv' — u'v 

= 7 j- und -TT = — 7 — T"« 

I wu — wu I wu — wu 

Da einer der 3 Indices willkürlich gewählt werden kann, 
weil es ja immer nur auf das Verhältniss der Indices ankommt, 
80 können wir f = wu' — w'u setzen und erhalten alsdann: 



e = vw' — v'w 



I e == VW — 
5) 1 f = wu' — w'u, 
f g = u v' — u' V. 

Die Werthe von e, f und g werden wieder nach folgen- 
dem Schema gebildet: 
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UV w 

U T W 



U 



X 



vw' — v'w, wu' 



w'u, ut' — u'v 



g- 



Drittes Beispiel. Es soll bewiesen werden, dass die 3 Flä- 
chen kef der Fig. 18 tautozonal sind. 

Die Indices von k seien: 0, 1, 1 j Man suche erst die Ableitungs- 
„ „ ,, e seien: n, m, mn [ zahlen. Die reciproken Werthe 

„ r, » f seien : n, mn, m ) derselben sind die Indices. 

Zunächst bilden wir aus den Indices der Flächen k und e 
nach dem bekannten Schema: u, v und w 

Ol 1 Ol 

X X 

n, m, mn, n, m 



— mn — m, n, n. 

Setzen wir diese Werthe für u, v, w in die Zonengleichung 
und statt e, f und g die Indices der Fläche f , so erhalten wir 

— mn^ — mn-f"i^ii^~l~Diii = 0. 

Da die linke Seite gleich Null ist, so liegen die 3 Flächen 
k, e imd f in einer Zone. 



Dritte Aufgabe. Man soll die Beziehung zwi- 
schen den Indices und Entfernungen von 4 tauto- 
zonalen Flächen angeben (s. Fig. 5). 
Es seien die Indices von 

P: hkl, 
F: h'k'r, 
Q: efg, 
S : p q r. 
Die Gleichungen a, b und c (Seite 6) drücken 
aus, dass die 3 Flächen P, Q, P' tautozonal sind. 
Dividiren wir jede dieser 3 Gleichungen durch 

• T»//\ V • • sinP^P j , sinPQ 
sm r Q, elimmu-en — ; — ^^tt^ und suchen 




sinP'Q 



sinP'Q' 



so erhalten wir die 3 Gleichungen 
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sinPQ cosPYcosQX — cosPXcosQY 
~ cosP'Xcos QY — cosP'YcosQX' 
cos PX cos QZ — cos PZ cos QX 



sinFQ 



~ cos P' Z cos Q X — cos P'X cos Q Z' 
_ cos PZ cos Q Y — cos PY cos QZ 
"■ cos F Y cos Q Z — cos P'Z cos Q Y* 
Drückt man die in vorstehenden Gleichungen vorkommen- 
den Producte vermittelst der folgenden bekannten Gleichungen 



aus: 



a 

T 
a 

h^ 
a 



cosPX = ^ cosPY = 
k 



cos P'X 



k' 



cosP'Y 



cosQX = — p- cos QY = 



c 

T 
c 

Y 

c 



g 



cos PZ, 
cos P'Z, 



cos QZ, 



so erhält man nach leichten Beductionen 



e) 



sinPQ 
sinP'Q 



ke- 


-fh 


fh'- 
gh 


-ek' 
-le 


el'- 
If- 


-gh' 
-kg 



h'cosPX 
h cos P'X ' 
h' cos PX 
h cos P'X ' 
h' cos PX 



k'g — fl' h cos P'X ' 

Vertauscht man in diesen Gleichungen Q mit S und setzt 
an Stelle der Indices von Q die von S, setzt mithin p statt e 
imd q statt f und r statt g, so erhält man 

sin PS _ kp — qh h'cosPX 



sinP'S 



qh'- 
rh 


-pk' 
-Ip 


pl'- 
Iq- 


-rh' 
-kr 



h cos P'X ' 
h' cos PX 
h cos P'X ' 
h'cosPX 
~ k'r — ql' h cos P'X" 
Die Gleichungen a, b und c, aus denen- die vorstehenden 
Gleichungssysteme entstanden sind, wurden imter der Bedingung 
abgeleitet: PQ < PP', folglich gelten auch sie und die aus 
ihnen abgeleiteten Gleichungen unter der Bedingung 

PQ<PP' und 
PS<PP'. 
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Dividirt man die 2 letzten Gleicbungssysteme durch ein- 
ander, 30 erhält man die Beziehmig zwischen den Indices und 
Entfernungen Ton 4 tautozonalen Flächen in folgender Form: 



( sinPQ.sinP'S ke — fh 



6) 



sinP'Q.sinPS fh'— ek' 

_ gh — le 

~ el' — gh' 

If-kg 



qh'- 


-pk' 


kp- 
pl'- 


-qh' 
-rh' 


rh- 
k'r- 


-Ip' 
-ql' 



Iq — kr 

Der vorstehenden Gleichung kann man noch eine andere 
Gestalt geben. Es ist: 

sin PQ. sin FS _ sin PQ . sin (PP^ — PS) _ 
sin PS . sin P'Q "" sin PS . sin (PF — PQ) 
ke — fh qh^— pk^ _ 



wenn man p = 



• • • • 



fh' — ek' kp — qh 
Fuhren wir den Hilfswinkel f ein und setzen: 

sin (PP' — PQ) 



setzt. 



80 folgt aus der letzten Gleichung 

sin(PP' — PS) 
sin PS ~ 

Aus dieser Gleichung folgt 



tgy. 



... , , sin(PP'-PS) 



. PP' 

2 sin -=— cos 



i^^'-f) 



sin PS 



sin PS 



PP' 



2cos^^sin(^PS — ^) 

sin PS • 

Durch Division der beiden letzten Gleichungen ergibt sich 



tg9 



_ 8in(PP' — PS) _ 

~ sin PS "~ 



1 + tgy _ . PP' 



tgy 



PP / PF\ 

= tg^-c<«(^PS j-J oder, 



d» I^-! = *« (^5 + f) und 



tg9 
8)tg(pS 



PP 



tg (45 + f) 
PP' 



= tg (45 — <p) ist. 



)= tg^tg(45-?). 
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Der Gl. 6 kann man noch eine dritte Gestalt geben. Es ist 
sinPQ sinPQ 1 



sin P'Q ~ sin (PF — PQ) sin PP' [ctgPQ — ctgPP']' 

sin P'S _ sin (PP — PS) _ sin PP' [ctgPS — ctgPP'] 
sin PS" ~" sin PS ~ 1 

Substituirt man diese Werthe in die Gl. 6, so erhält man 
sofort 

r ctgPS — ctgPP' ke — fh 



9) 



ctg PQ — ctg PF fh' — ek' 

gh — le 

~ el' — gh' 



qh'- 


-pk' 


kp- 
pl'- 


-qh' 
-rh' 


rh- 
k'r- 


-Ip ' 
-ql' 



k'g — fr Iq — kr • 

Diese Form der Gleichung ist desswegen sehr wichtig, weil 
in den Systemen mit rechtwinkligen Axen es meistens möglich 
ist, PP' = 90 zu setzen. 

Vermöge der Gl. 9 kann man aus den Indices der 4 Flächen 
P, Q, S, P' und zweien Winkeln den dritten Winkel finden. 

Vierte Aufgabe. Aus den Winkeln, welche 4 tautozonale 
Flächen mit einander bilden, und den Indices dreier dieser 
Flächen die Indices der vierten Fläche zu finden. 

Gegeben (s. Fig. 5) : PP', PQ, PS, femer hkl und h'k'l' 
und efg. 

Gesucht die Indices von S: p, q, r. 

Aus den Gl. e (Seite 11) folgt: 

ke — fh gh — le If — kg 

fh' — ek' ~ el' — gh' ~ k'g — fl'* 

Die vorstehenden Quotienten bilden den ersten Faktor 
rechter Hand der Gl. 6 und 9. Beide Gl. 6 und 9 sind zur 
Lösung der Aufgabe 4 geeignet. Bringt man diesen Faktor in 
61. 9 auf die linke Seite, so erhalten wir: 

qh'— pk' ^ pl' — rh' ^ k'r — ql' ^^ 
kp — qh rh — Ip Iq — kr ' 

wenn man abkürzungsweise setzt (s. Gl. 6 und 9): 



1 



10) 
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' _ fh^— ek^ ctgPS-ctgPF fh^ — ek^ sinP Q.sinSF 
ke — f h ' ctgPQ-ctgPP' ~ ke — f h ■ sinQF. sinSP 

er — gh' ctgPS-ctgPP^ ^ er— gh^ sinPQ.sinSF 
~ gh — el' ctgPQ-ctgPP' ~ gh — el ■ sinFQ . sinSP 

_k^g — fr ctgPS-ctgPF ^ k^g— fr SinPQ.sinSF 
~ 1 f — kg ■ ctgPQ-ctgPF ~ If — kg ■ sinP'Q . sinSP 

Aus der obigen Gleichung folgt, wenn man ZäMer und 
Nenner eines jeden der 3 Brüche durch p diyidirt und sodann 

Q r 

— und — ermittelt, 

p h' + Xh p h' + Xh' 

Da es immer nur auf das Verhältniss der Parameter und 
nicht auf den absoluten Werth derselben ankommt, so kann 
man einen der 3 Indices willkürlich annehmen. Setzen wir hier 
p = h' -|- Xh, so sind die 3 gesuchten Indices der Fläche 

/ p = h' + Xh, 
11) { q = k'4->^k, 

Der Werth von X ist aus Gl. 10 zu entnehmen. 

Die entwickelten Gleichungen gelten ganz allgemein ; denn 
sie sind für ein schiefwinkliges Axensystem abgeleitet. Die Gl. 2 
und 4 sind die wichtigsten, weil sie am häufigsten Anwendung 
finden. Sie genügen in der Regel allein zur Berechnung der 
einzelnen Formen und complicirter Combinationen. 



Projection der Erystallflächenpole. 

Die Abbildung der Krystalle und Combinationen zum Zwecke 
der Berechnung derselben geschieht nach der stereographi- 
schen Projection, die in ihren Grundzügen nun erläutert 
werden soll. 

Um den Mittelpunkt des Kjystalls denke man sich eine 
Kugel mit beliebigem Radius construirt, ziehe vom Mittelpunkte 
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aus Normale auf die Erystallfläclien und yerlängere sie^ bis sie 
die Oberfläche der Kugel durchstechen. Diese Durchstechungs- 
punkte, Pole genannt, sind nun auf eine Ebene zu projiciren. 
Da einer jeden Erystallfläche eine parallele Gegenfläche ent- 
spricht, so entspricht jedem einzelnen Pole ein zweiter Pol auf 
der anderen Hälfte der Kugel, der mit dem ersten und dem 
Mittelpunkte der Kugel in derselben geraden Linie liegt Da 
parallele Flächen als identische betrachtet werden, so ist es 
nur nothwendig, die Pole einer Halbkugel auf eine Ebene zu 
projiciren. Denken wir uns den Krystall richtig gestellt, so 
dass die Hauptaxe oder Yerticalaxe auch vertical steht, und 
legen durch den Mittelpunkt des Axensystems eine Ebene senk- 
recht zur Haupt- oder Verticalaxe, so schneidet diese die Ober- 
fläche der Kugel in einem grössten Kreise g (Fig. 7), und 
dieser grösste Kreis, der von nun an Grundkreis genannt 
wird, wird zur Projectionsebene gewählt. Die Projection kann 
auf verschiedene Weise erfolgen. 

Wir werden stets die Pole auf der oberen Hälfte der 
Halbkugel auf den Grundkreis in folgender Weise projiciren. 
Das Auge a (Fig. 7) denken wir uns in dem unteren Theil der 
Oberfläche der Kugel da, wo diese von der Haupt- oder Ver- 
ticalaxe getroffen wird. Der Augpu^kt ist somit der Pol des 
Grundkreises in der unteren Hälfte der Kugel. Verbinden wir 
jeden Pol der oberen Hälfte der Halbkugel mit diesem Aug- 
punkte, so durchsticht die Verbindungslinie den Grundkreis in 
Punkten, welche die Projection der Pole auf den Grundkreis 
bilden. Die Construction dieser Punkte ist zur Berechnung 
nicht absolut nothwendig. Zur Berechnung genügt es, wenn 
sie ungefähr richtig in den Grundkreis eingetragen werden. 

Da aber eine exacte Construction der Punkte auf dem 
Grundkreise ein anschauliches Bild der Vertheilung der Flächen 
gibt, die wichtigsten Zonen dem Auge vorführt, die Rechnung 
fördert und erleichtert und zugleich eine Controle für die Rech- 
nung selbst bietet, so wird sie hier auseinandergesetzt und bei 
der Berechnung durchgeführt. 

Zunächst ist zu untersuchen, welche Curve die Projection 
irgend eines Kreises der Halbkugel auf der Grundebene bildet. 
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Jeder grösste Kreis, der durch den Augpunkt a und folg- 
lich auch durch den oberen Pol des Grrundkreises geht, schneidet 
den Orundkreis in zwei diametral gegenüberliegenden Punkten. 
Die Protection eines solchen Kreises ist mithin eine durch den 
Mittelpunkt des Grundkreises gehende gerade Linie. 

Die Projection eines beliebigen Kreises bc (s. Fig. 7) auf 
den Grundkreis ist stets ein Kreis. Dieser wichtige Satz soll 
nun bewiesen werden. 



Flg. 6. 



d/l 


\ ^-^n^ 


*) 




""~~"^rC^ 




\^ ^ 




Denken wir uns einen schiefen Kegel (s. Fig. 6) mit kreis- 
förmiger Basis f, so wird jeder Schnitt dme parallel der Basis 
wieder ein Kreis sein; jeder andere Schnitt durch den Kegel 
wird in der Regel eine Ellipse sein ; in einem besonderen Falle, 
und das ist gerade der Fall, der für uns von Wichtigkeit ist, 
ist er ein Kreis. Führen wir durch den schiefen Kegel den 
Schnitt bc so, dass <:^ a = ß wird, so ist der Schnitt cmb 
ein Kreis. Wir nehmen an, die Ebene dae, iu welcher die 
Axe des Kegels liegt, sei auf dem Grundkreise f und folghch 
auch auf dem parallelen Schnitt de senkrecht. Ziehen wir von 
dem beliebigen Punkte m der Qurve cb eine Senkrechte mn 
auf den Durchmesser cb, so ist mn auch senkrecht auf dem 
Durchmesser de, denn dieser liegt in der Ebene dae, auf 
welcher mn senkrecht ist. Da dme ein Kreis ist, so folgt: 

(mn)^ = dn 



ne. 
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Weil a = ß vorausgesetzt wird, ist Acndconeb, folg- 
lich ist dn : cn = nb : ne. Daraus folgt 

dn . ne = cn . nb. 

Setzen wir diesen Werth in obige Gleichung, so ist 

(mn)* = cn . nb. 

Die letzte Gleichung ist aber nur möglich, wenn cmb ein 
Kreis ist. 

In Fig. 7 sei bc ein beliebiger Kreis auf der Oberfläche 
der Kugel. Durch den Mittelpunkt dieses Kreises und den 
Augpunkt a legen wir den grössten Kreis khaf, welcher auf 
der Ebene des Kreises bc senkrecht sein muss. Legen wir 
durch den Mittelpunkt o der Kugel eine Ebene senkrecht zu 
ao, so schneidet diese die Oberfläche der Kugel in der Pro- 
jectionsebene, dem sogenannten Grundkreise g. Verbinden wir 
den Augpunkt a mit jedem Punkte des Kreises bc, so durch- 
stechen diese Linien den Grundkreis in Punkten, die die Curve 
de bilden. Kann bewiesen werden, dass <^ a = bca ist, so 
muss nach dem Vorhergehenden die Curve de ein Kreis sein. 
Der Durchmesser des Kreises b c sei die Linie b c. Man erkennt 
sogleich, dass die Punkte h, o, d, e, f in einer geraden Linie 
liegen. Erinnert man sich nun des Satzes, dass Peripheriewinkel 
auf demselben Bogen gleich sind, so ergibt sich 

a = ß-|-T = ß~t~^ = hca-f-s = bca. 
Mithin ist die Projection de des beliebigen Kreises bc auf den 
Grundkreis g ein Kreis. 

Ist der beliebige Kreis ein grösster Kreis, so schneidet 
er den Grundkreis in zwei entgegengesetzten Punkten, die mit 
dem Mittelpunkt o des Grundkreises in einer geraden Linie 
liegen. Ist einer dieser zwei Punkte gegeben, so erhält man 
den zweiten, indem man den ersten mit dem Mittelpunkte ver- 
bindet und die Verbindungslinie bis zum Schnitt mit dem Grund- 
kreise verlängert. Der Schnittpunkt ist der zweite entgegen- 
gesetzte Punkt. 

Ist irgend ein Punkt der Projection eines grössten Kreises 
gegeben, so muss man den entgegengesetzten, der mit ihm und 
dem Mittelpunkte des Grundkreises in einer geraden Linie 
liegt, construiren können. 

Henrich, Lehrbuch der Kry«UUberechnang. 2 
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Erste Aufgabe. Aus der Projection irgend eines Punktes p 
eines grössten Kreises der Kugel den entgegengesetzten Punkt 
p' zu construiren. 

Angenommen, p' in Fig. 8 
sei der gesuchte Punkt und o 
der Mittelpunkt des Grund- 
kreises, so müssen die 3 Punkte 
p, o und p^ in einer geraden 
Linie liegen. Legen wir nun 
durch p und p' einen beliebigen 
Kreis, der aber die Projection 
eines grössten Kreises der Kugel 
sein muss, so schneidet dieser 
den Grundkreis in zwei Punkten 
c und d, welche mit o wieder in einer geraden Linie liegen 
müssen. Nennen wir den Radius des Grundkreises co = od = r, 
so ist nach einem bekannten Satze der Geometrie 

po . p'o = CO . od = r^ 
Da po und r bekannt sind, so lässt sich aus dieser Glei- 
chung p'o construiren. Errichtet man ao senkrecht auf po, 
verbindet a mit p und zieht ap' _L ap, so ist nach einem Satze 
der Geometrie 




ao 



2 



,2 



= p o . p o. 

Der rechte Winkel p'ap = bae ist, wie man sieht, Peri- 
pheriewinkel über dem Durchmesser be des Grundkreises. Daraus 
folgt nachstehende Construction. 

Man verlängere po, ziehe ao JL po, verbinde a mit p, 
verlängere bis e, verlängere eo bis b, verbinde a mit b und 
verlängere, so ist der Schnittpunkt von po und ab der ge- 
suchte Punkt. 

Zweite Aufgabe. Aus der gegebenen Projection a b e 
(Fig. 10) eines grössten Kreises die Projection des Poles des 
Kreises zu finden. 

Die Fig. 9 gibt eine perspectivische Darstellung der Lösung 
der Aufgabe. Der Grundkreis ist in Fig. 9 durch g', in Fig. 10 
durch g bezeichnet. Die gegebene Projection des grössten 
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Kreises ist in Fig. 9 a'be, in Fig. 10 abe. Der grösste Kreis 
selbst, dessen Projection in Fig. 9 a'be ist, ist a'ce. Der Pol 
dieses Kreises ist in Fig. 9 der Punkt d. Verbindet man den 
Punkt d mit dem Augpunkt a (Fig. 9), so durchschneidet die 
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VerbindungsKnie die Linie bp in dem Punkte p, der die Projec- 
tion des Punktes d auf den Grundkreis bildet. Klappt man ade 
(Fig. 9) um b p in die Ebene g', so kommt a nach a'. Daher die Con- 
struction. abe in Fig. 10 ist die gegebene Projection. Ziehe ae und 
bo jLae, verbinde a mit b und verlängere bis c, mache cod = 90^ 
oder cad = 45®, verbinde d mit a, so ist p der gesuchte Pol. 

Dritte Aufgabe. Aus der Projection e'f zweier Punkte 
(Fig. 11) eines grössten Kreises ihren Abstand auf der Kugel- 
oberfläche anzugeben. 

In Fig. 12 sei gb der Grundkreis und a der Pol (Aug- 
punkt) desselben, ceb sei ein zweiter grösster Kreis der Kugel- 
oberfläche, dessen Pol d sei. Verbinden wir d mit a und legen 
durch da eine beliebige Ebene dega, so schneidet diese den 
Grundkreis in g, den Kreis ceb in e, und es muss be = bg 
sein; denn drehen wir die Ebene aged um ad, bis sie 
durch b geht, so ist in den Dreiecken deb und abg, de = ag, 
db = ab und <^ edb = <J bag, folglich be = bg. Die Pro- 
jection des Kreises dega auf dem Grundkreis ist die gerade 
Linie gp, weil der Kreis durch a geht. Die Projection e' des 
Punktes e des Kreises ceb liegt mithin in der Linie gp. Nun 
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denke man sich auf dem Kreis bec (Fig. 12) noch einen zweiten 
Punkt f, drehe die Ebene age um ad, bis sie durch f geht, 
bezeichne die Projection von f auf dem Grundkreis mit f , ver- 
längere pf, bis der Grundkreis in h geschnitten wird, so ist 
auch bf = bh, folglich auch ef = gh. Daher die Construction. 



Flg. 11. 



Fig. 12. 





Die Projectionen (s. Fig. 11) der 2 Punkte des grössten 
Kreises seien e' und f. Man construire den Kreis be'f und 
suche den Pol p desselben, ziehe pe' und pf und verlängere, 
so ist hg der gesuchte Abstand der 2 Punkte auf der Ober- 
fläche der Kugel und bog der Winkel, den sie bilden. 

Vierte Aufgabe. Auf der Projection be'f eines grössten 
Kj-eises (Fig. 11) den Punkt f anzugeben, der von dem Punkte e' 
desselben Kreises um den Winkel a auf der Kugeloberfläche 
entfernt ist. 

Man suche die Projection des Poles p des Kreises be'f 
und ziehe pe', verlängere bis g, mache goh = a, verbinde h 
mit p, so ist f der gesuchte Punkt. 

Fünfte Aufgabe. Aus den Projectionen zweier grösster 
Kreise den Winkel zu finden, den die Ebenen dieser Kreise in 
Wirklichkeit mit einander machen. 

Der gesuchte Winkel ist gleich dem Abstände der beiden 
Pole dieser 2 grössten Kreise. Man suche daher die Pole der 
2 grössten Kreise und dann den Abstand derselben auf der 
Kugeloberfläche. 
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InwendiiBg der Torhergehenden S&txe. 

Man soll 0, ooO, ooOoo und niO projiciren. 

In Fig. 13 ist die Lösung durch eine perspectivische Figur 
erläutert. In Fig. 14 ist die Lösung selbst. In Fig. 13 ist a 
der Augpunkt und g' der Grundkreis, <^bcg = 45^ Der 
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Fiijt. 14. 




Vergleich beider Figuren zeigt, dass in Fig. 14 a, b und c die 
Projectionen von Würfelflächen, und g und o die Projectionen 
von Rhombendodekaöderflächen sind. Die Rhombendodekaöder- 
fläche e^ erhält man (Fig. 14), indem man e mit a verbindet. 
Die Verbindungslinie trifft die Linie cb in der Projection des 
gesuchten Poles e^ der Rhombendodeka^Jderfläche. 

Die OktaSderfläche liegt in der Zone gc (Fig. 14, n. Gl. 4) 
und liegt auch in der Zone ae^ (s. Gl. 4), mithin hat man einen 
Kreisbogen zu construiren, der durch die «S Punkte a, e^ n geht. 
Wo dieser Bogen die Linie cg durchschneidet, da ist der ge- 
suchte Punkt d der Projection einer Oktaöderflilche. DaHH man 
die anderen Punkte, welche Oktaöderflächen repräsentiren , in 
analoger Weise erhält, bedarf kaum der Erwähnung. Auch 
auf folgende Weise kann man d erhalten. Die Normale cn 
(s. Fig. 13) auf die Würfelfläche und die Normale c k" auf die 
Oktaöderfläche bilden einen Winke;! von 54^44'. Vorbindet 
man a mit k^^ so durchschneidet diene Verbindungslinie die 
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Linie cg in dem gesuchten Punkte d. Man denke sich nun 
die Ebene nga um na gedreht, bis sie mit nba zusammenfallt, 
mache (s. Fig. 13 und 14) nk = 54^44', verbinde k mit a 
und mache ck' = cd, so ist d die gesuchte Protection. Auch 
durch Rechnung kann man cd leicht finden; denn da (s. Fig. 13) 

< nak" = nad = % = 27^22' ist, so folgt, wenn wir 

den Radius ca = 1 setzen: tg 27^22' = cd. 

Die Normale auf die Pyramidenoktaöderfläche f (s. Fig. 14) 
bilde mit der Normale auf die Wurf elfläche den Winkel 70*^31' 40". 
Mache nh (Fig. 14) = 70<^31'40", verbinde h mit a und mache 
ch' = cf, so ist f die gesuchte Projection der Pyramiden- 
oktaSderfiäche. Es fragt sich nun, welche Indices hat die 
Fläche f? Ihre Indices seien hhl, folglich ist ihre Gleichung 
(nach Gl. 2), wenn man die Parameter a, b, c der Grundebene 
gleich 1, 1, 1 setzt: 

cos f a cos f b cos f c 

IT" ~ "~h~ ~ ~T^' 

woraus 

, cos f b 

h = j-, 

cos tc 

Nun ist in dem sphärischen Dreieck f b c die Seite f c == 
70« 31' 40", femer bc = 90 und fcb = 45, folgKch ergibt sich: 

fb = 48<^ir. 

Mithin 

h = 2. 

Mithin ist 

f=20. 

Weitere Anwendungen siehe bei der Entwickelung complicixter 
Combinationen. 

§. 5. 

In dem Vorhergehenden wurde gezeigt, wie man aus der 
Projection zweier Punkte den Abstand derselben auf der Ober- 
fläche der Kugel finden kann. Soll die Rechnung hinter der 
Construction nicht zurückbleiben, so muss noch gezeigt werden, 
wie man aus den Indices zweier Flächen den Abstand der Pole 
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Fig. 16. 



auf der Oberfläche der Kugel berechnen kann. Die Formehi, 
die sich hierbei ergeben, können zur Berechnung der Krystalle, 
wie wir zeigen werden, gleichfalls dienen. Der Controle wegen 
sind sie daher schon höchst werthvoU; ausserdem führen sie 
manchmal schneller zum Ziel und liefern dem Analytiker inter- 
essante Gleichungen zur Umformung. 

Während die vorhergehenden Untersuchungen für alle 
Axensysteme Geltung hatten, müssen wir nun die Entwickelung 
für rechtwinklige und schiefwinklige Axen getrennt vornehmen. 

In Fig. 15 seien X, Y und 
Z die Projectionen der End- 
punkte recktwinkliger Axen auf 
den Grundkreis, und es sei P 
die Projection eines Poles irgend 
einer Fläche. Die Aufgabe, die 
Entfernung zweier Pole aus den 
Indices zu berechnen, kommt 
darauf zurück, die Entfernungen 
PX, PY und PZ zu finden. 
Die Indices des Punktes P seien 
h, k, 1. Die Gleichung der Fläche 
P ist mithin (s. Gl. 2), wenn a, 
b und c die Axenlängen sind: 




«) 



a 
h 



cosPX=-^cosPY 
k 



1 



cos PZ. 



Aus den sphärischen Dreiecken XPY und XPZ folgt: 

ß) cos PX = sin PY cos a', 
cos PZ = sin PY sin a'. 
Durch Division der beiden Gleichungen folgt: 

cosPZ _ 
cos PX ® 
Aus der ersten Gl. a ergibt sich 

cos PZ al 



Mithin 



cosPX 



tga' = 



ch 



_aj_ 
ch 



J 
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Aus der Gl. a folgt: 

cos PX = 



bh 
ak 



cos P Y. 



Setzt man diesen Werth in Gl. ß, so ergibt sich 

cos PY = sin PY cos a', 



woraus 



ak 



'«" = 7E- 



COS a 



^ = -^^r+t^ 



ak V ^ c^h 
Daraus folgt auch leicht 

cosPY = 



h \/ft21* -U r*h* 

tg P Y = -^ ^^ ^ -^^ ^ . 

^ ak c 



(ac) k 



v/(ab)8 12 _^ (ac)2 k« + (bc)^ h^' 
In analoger Weise oder auch durch Vertauschung der ent- 
sprechenden Indices erhält man hieraus 

(bc)h 



cos PX= 



12) ( cosPY = 



cos PZ = 



\/(ab)2 P + (ac)2 k« + (bc)2 h^ 

(ac) k 
\/(ab)2 1« + (ac)« k« + (bcpT« 

(ab)l 



N/(ab)» P + (ac)« k« + (bc)« h«' 
Flg. 16. Aus diesen 3 Gleichungen 

folgt sofort der Satz: 

13) cos'PX + cos^PY 
+ cos2PZ= 1. 
Es seien nun in Fig. 16 
P und P' die Projectionen der 
Pole zweier Krystallflächen auf 
den Grundkreis und es seien die 
Indices von.P : h k 1, 
von P' : h' k' 1'. 
Aus dem sphärischen Drei- 
eck PP'X folgt 
cos PP' = cos PX cos P'X + sin PX sin P'X cos (a' — ß') 
oder 
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i) cos PP = cos PX cos FX + sin PX sin PX. 
[oos ä' cos ß' ~|- sin ä' sin ^\, 

Die Wotibe f&r cos PX und cos PX etg^eben sich «us den 
folg^oidai Gleichiiii^^ (s. Gl. 12): 

wenn 



N = V (ab)* 1* + (ac)* k* + (bc)* h* 
und 



N'= V (ab)* r* + (ac)* k'* f (bc)* h'*. 

Die Weithe fär cos af und cos ^ ergeben sich aus den 
sphärischen Dreiecken PXY und PXY. 

cos PY = sin PX cos a', 
cosPY=sinPXcosP', 



woraus 



cosPY cosPY 

cos a= — 



und 



sinPX Vi — cos*PX 



, V^l — cos'PX — cos»PY 
sin a = 



cos ß' = 



sinPX 
cosP'Y cosPY 



sinFX Vi— cos*PX 



und 



. ^, Vi — cos«P'X-cos«PY 

sin ß = . p,y . 

sm r Ä 

Setzt man diese Werthe in Gl. Yi so ergibt sich 
cos PF = -^ • ^^ + sin PX Hin PX. 

r cosPY cnPY V1-co8'PX~cobTY Vi>-cob'PX-cohM>T 1 
Lsin PX sin PX + sin PX sin PX ' J 



cos 



(bc)«hh- I (ac)«kk^ (ab)Mr 

~ NN' "i NN' "^ NN' "■ 
_ (bc)« hh' + (ac)' kk' + (ab)' 11' 

~ NN' 
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daher 



V/ (ab) »1 8+(ac) % «+(bc) «h « V^ (ab) n' «H-(ac) »k' «+(bc) ^i' «' 

Da rechtwinklige Axen vorausgesetzt und die Axenlängen 
oder Parameter der Grundebene gleich a, b, c gesetzt wurden, 
so gilt die Gl. 14 speciell für das rhombische System. 

Setzen wir in Gl. 14: a = b = 1, so erhalten wir die für 
das tetragonale System geltende Gleichung 

15) cos PF = "^ + ^' ^^^^ + ^^^^ 

Vi* -h c« (k« -t- h«) v/1'« + c« (k'«+h'«) 

Setzen wir in dieser Gleichung auch noch c = 1 , so er- 
halten wir die für das reguläre System geltende Gleichung 

16) cos PF = hh- + kk- + ll- 

Vh« + k« + 1» v/h'« -f k'« + 1'«' 

Setzen wir in Gl. 14 : a = 1 und b = y/3, so erhalten wir 
die für das hexagonale System geltende Gleichung^) 
Tin/ 311' + c«kk' + 3c«hh' 

V31« + c« k« + 3 c« h« v/3 1'« + c« k'« + 3 c« h'« 

In ganz analoger Weise leiten wir aus den Figuren 15 

und 16 die entsprechenden Formeln für das trikline System ab. 

Da die 3 Axen mit einander Winkel bilden, die von einem 

Rechten verschieden sind, so setzen wir (s. Fig. 15): 

XY = T, XZ = ß und YZ = a. 
Aus dem sphärischen Dreieck ZYX folgt 
cos a = cos ß cos y -f- ^^ ß ^^^ T [cos 8 cos e — sin 8 sin e]. 
Aus den sphärischen Dreiecken PYX und PXZ folgt 
^ cosPY — cosPXcosY cosPZ — cosPXcosß 

cos = : — . , cos e = : — p^ • — ö ' 

sm PX sm Y sm P X sm ß 

und aus diesen Gleichungen folgt 

v/sin« PX sin« t — (cos P Y — cos PX cos y)« 



sin 8 



sin PX sin y 



^) Die Formen des hexagonalen Systems (siehe dieses) werden 
berechnet, indem wir sie auf 3 rechtwinklige Axen beziehen, deren eine 
die Grösse 1, die andere die Grösse v/3 und die Hauptaxe die Grösse 
c hat. 
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sin e 



_ v/sin^ PX sin^ ß — (cosPZ — cosPXcosß)» 



sin PX sin ß 

Setzt man diese Weiihe in die erste Gleichung ein, so 
erhält man nach einigen Beductionen 

1 -f- 2 cos a cos ß cos y — cos* a — cos* ß — cos* y 

= sin* a cos* PX + sin* ß cos* PY + sin* t cos* PZ 

— 2 [(cos a — cos ß cos y) cos P Y cos PZ + (cos ß — cos a cos y). 

cos PX cos PZ + (cos Y — cos a cos ß) cos PX cos P Y]. 

Sind die Indices der Fläche P: h kl, so ist die Gleichung 
der Fläche: 

-i— cos PX = -r- cos P Y = -i- cos PZ. 
h k 1 

Eliminirt man aus dieser und der vorhergehenden Gleichung 
cos PY imd cos PZ, so erhält man die Gleichung 

hb c Vi + 2 cos a cosß cos Y - cos* a-cos* ß -cos* Y 



18) 



cösPX= 



VN 



Ebenso findet man: 

kacvl+2cosaco3ßcosY- cos*a-cos*ß-co8*Y 



cosPY = 



cosPZ = 



wonn 



v(N ' 

lab V^l+2cosacosßcosY— cos*a-cos*ß-cos*Y 

7n ' 



N = h*b*G* sin* a + a*c*k* sin* ß + a*b*l* sin* y 

— 2 abc [aklA' + bhlB' + chkC] 
A' = cos a — cos ß cos Yi B' = cos ß — cos a cos y 

C = cos Y — cos OL cos ß. 
Aus dem sphärischen Dreieck PXP' (s. Fig. 16) folgt 

cos PP' = cos PX cos P'X + 
sin PX sin P'X [cos a' cos ß' -f sin a' sin ß']. 

Aus den sphärischen Dreiecken XPY und XP'Y folgt 

cos P Y — cos PX cos Y 



cos a = 



cos ß' = 



sin PX sin y 

cosP^Y— cosP'XcosY 
sin P'X sin Y 
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und daraus 

. , v/sin» PX sin« 7 — (cos P Y — cos PX cos t)^ 

gm a = : — pv . — , 

sin PX sin Y 

. ^, v/sin^FXsin^Y — (cosP'Y — cosFXcost)* 
sin ß' = . p/v • - 

^ sm P X sin Y 

Setzt man diese Werthe in die erste Gleichung ein, so 
erhält man nach mehreren Reductionen 

(1 — cos« i) cos« PP' — 2 cos PF [cos PY cos P't 

+ cosPX cos P'X— (cos PY cos P'X + cos P'Y cos PX) cosy] 

+ cos« PX + cos« PY + cos« P'X + cos« P'Y 

— cos« PY cos« P'X — cos« P'Y cos« PX 

— 2 cos Y (cos PX cos PY + cos P'X cos P'Y) + 
2 cos PX cos P'X cos PY cos P'Y — 1 + cos« y = 0. 

Aus dieser Gleichung kann man cos PP' ermitteln. Be- 
quemer ist es, eine analoge Gleichimg zu bilden, indem man 
X mit Z und y niit a vertauscht. Man erhält alsdann 

(1 — cos« a) cos« PP' — 2 cos PF [cos PY cos FY 

+ cos PZ cos P'Z — (cos P Y cos P'Z + cos F Y cos PZ) cos a] 

+ cos« PZ + cos« PY + cos« P'Z + cos« FY 

— cos« PY cos« P'Z — cos« P'Y cos« PZ 

— 2 cos a (cos PZ cos PY + cos P'Z cos P'Y) + 
2 cos PZ cos P'Z cos PY cos P'Y — 1 + cos« a = 0. 

Eliminirt man aus beiden Gleichungen cos« PP', so erhält 
man leicht cos PP'. Sind die Indices der Fläche P : hkl, die 
der Fläche P' gleich h'k'l', so hat man noch aus den beiden 
Gleichungen 

-,— cos PX= -T— cos PY = -:r cos PZ 
hkl 

% cos P'X = ^ cos F Y = ^ cos F Z 



h' ^. ^v,. . . j, 

cos PY, cos FY, cos PZ und cos P'Z zu suchen und die ge- 
fundenen Werthe in die Gleichung für cos PP' zu setzen. 
Nach mehreren Reductionen erhält man die Gleichung 
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COsPP = -7=?7=. 

In dieser Gleichung ist 

hh' . kk' . ir . 

H = — 5- sin^ a -| — =-5- sin* ß H ,- sin* y 

a* b* "^ ' c* 

kr + kg ^, hv + ha ^, kw + k^h ^, 

bc ac ab 

h* k* 1* 

N = -^ sin* a 4- p^ sin* ß 4- ^ sin* Y 

h'* k'* 1'* 

Ni = -^ sin* a + ^ sin» ß + -^ sin* T 

Es sind hkl die Indices von P und h'k'l' die In- 
dices von P'. 

A' = cos OL — cos ß cos Y, YZ = a, 
\ B' = cos ß — cos a cos 7, XZ = ß, 

V C = cos Y — cos a cos ß. XY = 7. 

Setzt man in diesen Gleichungen a = ß = 7 = 90, so er- 
hält man die Gl. 14. 

Um die fUr das monosymmetrische System geltenden 
Gleichungen zu erhalten, setzen wir in den Gl. 18 und 19: 
a = Y = 90. Wir erhalten 

h b c sin ß 



20) 



cos PX = 



cos PY = 



n/N 

k a c sin ß 

v/f 



^„ 1 a b sin ß 
cos PZ = 7= — =-. 

v/N 
N = b*c*h« -f a*c*k*sin*ß + a«b*l*— 2ab*chlcosß. 



21) 
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COS PF = ,-?,_ 



Hier ist 



„ hh' , kk'sin«ß , 11' hl' + h'l 

V ^'^ 1^' • 2 ßl 1* 2 hl COS ß 

^ = -7+1:0 sin* ß H 2 

a* ' b* "^ ' c* ac 

.^ h'« , k'2 . , ^ , 1'« 21i'lcosß 
V a* ' b* '^ c* ac 

ß = XZ. 



Bereclinimg der regniären Erystalle. 

§. 6. 
Berechnung der HexakisoktaSder mOn (hkl). 

Die HexakisoktaSder weisen 3 von einander verschiedene 
Kantenwinkel (Winkel je zweier Flächen) auf, die den 3 un- 
gleichlangen Kanten entsprechen. 

Den Kantenwinkel der längsten Kante nennen wir A 
» « » mittleren ^ « « B 

n r, r, kürzcsteu ^ „ „ C 

Aus je 2 Kantenwinkeln kann ein Hexakisoktagder be- 
rechnet werden. Es sind mithin 3 Aufgaben zu lösen. Ge- 
geben: A und B oder B und C oder A und C, gesucht die 
Indices hkl. 

a) Gegeben A und B, gesucht die Indices der Fläche d 
(s. Fig. 17 a). 

Zunächst bestimme man allgemein die Ableitungszahlen 
der Flächen d, e, f in Bezug auf die Axen XYZ und beobachte 



— 31 — 



streng die Reihenfolge XYZ (nicht YXZ oder ZXY) (vergl. 
die Fig. 17 und 17 a). 

Die Ableitungszahlen (Parameter) 
der Fläche d sind n, m, 1, folglich die Indices -;^, -^^, 1, 



n 



e 



m, n, 1, 
n, m, 1, 



n m 
1 1 



, 1, 



m n 

-1 -I 1 



n m 

Die Gleichung der Fläche d ist (s. Gl. 2, S. 4), wenn 
a = b = c = 1 gesetzt wird 

n cos dx = m cos dy = cos dz. 

Daraus 

cos dz . cos dz 

n = :; — und m = 



cos dx 



cos dy * 



Flg. 17. 





Zunächst ist cos dx, cos dy und cos dz zu ermitteln. In 
Fig. 1 7 ist der Winkel der beiden Normalen auf d und f gleich 

df = 180 — B, folghch dg = 90 — ^. 

Ebenso ist in Fig. 17: de = 180 — A, mithin 
A 



dh = 90 — 



2" 



In Fig. 17 sei k die Projection der Rhombendodekaeder- 
fläche, deren Indices 110 sind, zh J_ zk. 
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A 



lk = kx = 45; dk = kh — dh = 90 — dh = 



2 

und Id = lg + gd = 90 + gd = 180 — ^. 

Aus dem sphärischen Dreieck dlk folgt 

cos kd = cos kl cos Id -j- sin kl sin Id cos kld. 

Weil in dem sphärischen Dreieck 1 g x die Seite 1 g = 1 x = 90 
ist, muss glx = kld = gx sein. 

Aus der letzten Gleichung folgt mithin 

cos \ K , , _ 

cos gx = , + ctg 1- B. 

sm 45 sm -^ B 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck zgd folgt 

cos dz = cos zg sin 4- B. 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dgx folgt 

cos dx = cos gx sin \ B. 

Aus beiden Gleichungen folgt 

cos dz cos zg sin 4 B sin gx 



cosdx cos gx sin \ B cosgx 
Mithin 

cos dz 

-— = tff ffX. 

dx ^ ^ 



= tg gx. 



n 



COSi 



■ß 

Da dy = 90 — dg = -^ ist, so folgt cos dy = cos \ B. 

^ cos dz . . « , . 

Da m = r- ist, so lolgt 

cosdy 

cos zg sin ^ B . ^ 

m = p— = sm gx tg Y B. 

cos Y -D 

Um daher m und n zu finden, hat man folgende Gleichungen 
zu berechnen: 

II _ , cos 4" A 
cos gx = ctg -2- B + -: — r-5 ^— TF' 
sm "2- B . sm 45 
^1 = ^g g^i °^ = sin gx tg 4" B. 

Beispiel. Es sei ^= 76nO' und ^ = 80n6'. 
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lg cos -f A = 9,3786 
E lg sin ^ B =^ 0,0063 
E lg sin 45 = 0,1505 



9,5354 



cos 4" A 



sin 4- B sin 45 



lg tg 4- B = 0,7656 
lg sin gx = 9,9332 

lg m = 0,6988 
m = 4,9988 = 5 

= 0,3431 



ctg 4- B = 0,1715 

cos gx = 0,5146 
gx =59^2' 
n = tg gx = 1,663 . . = 4- 
Die Indices der Fläche d sind mithin -f 4" 1 ^^®^ 3 15. 
Die Formel des Hexakisoktaöders ist ß04-. 

b) Gegeben B und C, gesucht die Indices der Fläche e. 
In der Fig. 18 seien d, e und f die Projectionen dreier 
HexakisoktaSderflächen (vergl. auch Fig. 17 a). 

Die Indices der 2 Flä- 
chen d und e sind wie vor- 

heri-J-lundi-i-l. 
n m m n 

Die Ableitungszahlen der 

Fläche f sind min, mit- 



Fig. 18. 



hin die Indices — 1 

m 



n 




Die Gleichung der Fläche 
e ist 

m cos ex = n cos ey = cos ez 

Daraus folgt 

cosez . cosez 

m = und n = 

cos ex cosey 

Es seien k, r, t und p die Projectionen von 4 Rhombendode- 
kaSderfiächen. Vermöge der Zonengleichung kann man beweisen, 
dass die Flächen k, e und f in einer Zone liegen (s. S. 10). 

Der Punkt k ist von jedem Punkt des Zonenkreises xto 
um 90" entfernt. 

Henrich, Lehrbuch der Krystallberechnung. 8 
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Es ist (vergl. auch Fig. 17a) es = 90 — -g-; ef = 180 

Q 

— C; mithin eh = 90 ^ 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ehx, in 

B 

welchem exssDO — es=5 -^ ist, folgt 

cos Y C = sin -^ B sin st 

cos 4- C 

sm st = - — 1— - 

sm -j-B 

Da sz = 45 — st ist, so folgt aus dem rechtwinkligen 
sphärischen Dreieck ezs 

cos ez = sin -f B cos sz = sin 4* B cos (4^5 — st) 

cos ezs = ctg ez tg sz 
Aus dem sphärischen Dreieck ezy folgt 
cos ey = sin ez cos ezs = sin ez ctg ez tg sz = cos ez tg sz 
oder 

cos ey = sin 4" B sin sz = sin 4" B sin (45 — st) 

Um daher m und n zu finden, hat man der B/eihe nach 
die folgenden Gleichungen zu berechnen: 

cos 4" C , - 

sin st = -: — p— m = tg ^ B cos (45 — st) 



2) \ sin4-B 

n = ctg sz = ctg (45 — st) 

Beispiel Gegeben: ^ = 83^5'9" -^ = 59n7'10 

lg cos 4- C = 9,7082 

E lg sin 4- B = 0,0032 

lg sin st = 9,7114 

st = 30^ 57' 55" 
sz = 45 — st=14^2'5" 
lg n = lg ctg (45 — st) = 0,60215 

n = 4 

Igtg4-B = 0,9161 
lg cos (45 — st) = 9,9868 
lg m = 0,9029 
m= 8 
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Die Indices der Fläche e sind mithin -^ — 7- 1 oder 12 8. 

4 

Die Formel des HexakisoktaSders ist sO^. 

c) Gegeben A und C, gesucht die Indices der Fläche e. 

In der Fig. 18 sind, wie schon erwähnt, t, k, r und p die 
Projectionen von 4 Rhombendodekaederfiächen. 

de = 180 — A, mithin le = 90 — 4" 
ef = 180 — C, mithin eh = 90 — -^ und 
er= 90 + el = 180 — A 

ek= 90 — eh=-^ 

Die Indices der Fläche e sind 1. Die Gleichunpc 

m n 

der Fläche e ist mithin 

m cos ex = n cos ey = cos ez 



Daraus 



cos ez ^ cos ez 

m = und n 



cos ex cos ey 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck kry folgt 

V3 
cos rk = cos* 45 = 4*1 mithin sin rk = -^ 

Aus dem sphärischen Dreieck rek folgt 

cos ek = cos kr cos re 4" sin kr sin re cos 'kr e 

Daraus 

2 cos 4" C + cos 4" A 

coskre= 7= r-- 

\/3 sin 4 A 

Aus dem sphärischen Dreieck krz, in welchem rz = 90 

ist, folgt 

cos kz = sin kr cos krz 

Daraus 

. cos kz 2 cos 45 

cos krz = — T — = — = 7= — 

sm kr V3 

krz = 35^ 15' 52" 

Nun ist Iz = zrl = kre — 35« 15' 52" 
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Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ezl folgt 
cos ez = cos el cos zl = cos Iz sin -~ A und 
ctg Ize = sin Iz tg 4" A 
Aus den sphärischen Dreiecken exz und ezy folgt 
cos ex = sin qz cos (45 -|- Ize) 

cos ey = sin ez cos (45 — Ize) = sin ez sin (45 4" Ize) 
Setzt man die gefundenen Werthe in die eräte Gleichung 
ein, so hat man, um m und n zu finden, der Reihe nach fol- 
gende Gleichungen zu lösen: 

2 cos 4 C + cos y A 

cos kre = 7= ; — i 

V3 sin -f A 

lz = kre — 35^5' 52" 

cos ez = cos Iz sin ~ A ctg Ize = sin Iz tg 4- A 



3) 



m 



ctg e z 

cos (45 -f- Ize) 



ctg ez 

sin (45 + Ize) 



A C 

Beispiel. Es sei — =: — 

cos-y= 0,13139 
2 cos 4-0= 0,26278 



= 82« 27' 



lg cos Iz = 9,87470 
lg sin 4^ = 9,99622 



cos 



A 



+ 2cosx C= 0,39417 

lg 0,39417 = 9,59568 

E -f lg 3 = 9,76144 

E lg sin -5- A = 0,00378 



lg cos ez = 9,87092 
ez = 42<'l'20" 

lg sin Iz = 9,82095 
lg tg 4- A = 0,87765 



lg cos kre = 9,36090 

kre = 76" 43' 42" 
lz = 41»27'50" 



lg ctg Ize = 0,69860 
lze = ll"'19'10 



m = 2 
lg m = 0,30127 



E lg cos (45 + Ize) = 0,25605 

lg ctg ez = 0,04522 

E lg sin (45 + Ize) = 0,07979 



= 0,12501 
n = 1,333 ; . . = -j- 
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Die Indices der Pläclie e sind mithin -f T 1 ^^^^ 2 3 4, 



Die Formel des HexakisoktaSders ist sO-^. 

8 



Berechnung der IkositetraSder. 

Ein Ikositetraöder kann sowohl aus dem Winkel B 
(s. Fig. 19a), als aus dem Winkel C berechnet werden. In 
Fig. 19 seien f , d und g die stereographischen Projectionen 



Fig. 19. 




Flg. 19 a. 




dreier Flächen des Ikositetragders (Fig. 19a). k und h (Fig. 19) 

seien die Projectionen von 2 RhombendodekaSderfi'ächen. Femer 

. , . 180 — B , ,. , 180 -C 
sei ed = ef = 5 und dl = lg = 

Die Ableitungszahlen (Parameter) der Fläche 

d (Fig. 19a) sind m, m, 1, mithin die Indices 1 oder lim, 

mm 

1 1 1 1 1 1 

mm 



, m, — m, 1, 



iii 

m m 



1 Im. 



a) Gegeben B, gesucht die Indices der Fläche d. 
Die Gleichung der Fläche d ist 



cos dx = co8 dy = — cos dz 

^ m 



— 38 — 

Daraus 

cos dz 

m = j— 

cos dx 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ezd folgt 

TV 

sin z e = ctg 45 ctg -^ = ctg 4" B 

Da sin ze = cos ex, so ist auch 

cos ex = ctg 4-B 

Aus dem rechtwinkUgen sphärischen Dreieck dex folgt 

cos dx = cos ex sin -^ B 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dze folgt 
cos dz = cos ez sin 4- B = sin ex sin 4" B 

Mithin hat man, um m zu finden, folgende Gleichungen 
zu berechnen : 

1) cos Qx = ctg 4" B m = tg ex 

Beispiel. Es sei -5- = 72« 27' 

ctg 4- B = 0,3153 ex = 7P33' m = 2,999 . . . = 3 

Die IkositetraSderfläche d hat die Indices 113. Die Formel 
des Ikositetra^ders ist sQs. 

b) Gegeben C, gesucht die Indices der Fläche d. 
Vermöge der Zonengleichung findet man, dass die 4 Flächen 
k, d, 1 und g tautozonal sind. 

Aus dem sphärischen Dreieck kzd folgt 

cos kd = cos kz cos zd -f- sin kz sin zd cos (90 -|- ^5) 

Da k von jedem Punkte des Zonenkreises xlh lun 90« 

Q 

absteht, so ist kd = 90 — dl = -ö-; da femer kz = 45« ist, 

SO folgt 

cos 4" C = cos 45 cos z d — sin 45 sin z d cos 45 
COS 4" C = cos 45 [cos zd — cos 45 sin zd], weil sin 45 = cos 45 
Setzt man tg y = cos 45, woraus y = 35« 15' 52" folgt, 

so folirt cos -pr = cos 45 ( cos zd sin z d 1, woraus 

° 2 V cos y / 
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C 
cos -^ cos y 

cos (zd + <P) = 7k — 

^^ cos 45 

Aus dem sphärischen Dreieck zdx folgt 

cos dx = sin zd cos 45 

Da die Indices von d: 1 1 m sind, so ist die Gleichung 
von d: 

cos dx = cos dy = — cos dz 

mithin 

cos dz cos dz ctg dz 

cos dx sin zd cos 45 cos 45 

Um m zu finden, hat man mithin zu berechnen: 

C 
cos -^ cos y / 

cos (zd + y) = =-j= , worin y = 35® 15' 52'' ist, 

' '^'^ cos 45 ^ 



2) 



^ = ^^, woraus auch folgt 
COS 45 ^ 

lg COS (zd + 7) = lg COS -y + 0,06247 

lg m = lg ctg zd + 0,150515 



Beispiel. -^ = 73^3' 



1 C n.^A^o lg ctg zd = 0,15067 

te cos -TT = 9,46053 ^° ^ .- a icaci 

® 2 ' E lg COS 45 = 0,15051 

lg .2211^ = 0,06247 lg m = 0,30118 



COS 45 



m = 2 



lg cos (zd + y) = 9,52300 
zd + ?) = 70®31'25 
y = 35® 15' 52 






zd = 35®15'33" 
Die Indices der Fläche d sind 112. Die Formel des Ikosi- 
tetraSders ist aOa. 
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Berechnuog der TriaklsoktaSder. 

In der Fig. 20 repräsentirt d die Projection der Triaüs- 

oktaöderfläche 1 — 1 oder m 1 m, e die der Triakisoktaöder- 

m 

fläche — 1 1 oder 1mm. k und h sind die Projectionen 

m 
zweier Rhombendodekaöderflächen. Es ist pd = 180 — B und 

B A 

de=180 — A, dk =90 — -g- und df=90 — -g- 

Die Gleichung der Fläche d ist 

cos dx cos dy cos dz 

m "^1 m 

woraus folgt 

cos dx cos dz 



m 



cos dy cos dy 



Fig. 20. 



Fig. 20 a. 





a) Gegeben B, gesucht die Indices der Fläche d. 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck kdz folgt 

•g 
cos dz = sin ^r- cos 45 



folgt 



Aus demselben rechtwinkligen sphärischen Dreieck kdz 
cos kzd = tg 45 ctg zd = ctg zd und 
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sin 45 = ctg kzd ctg -^ 

Aus beiden Gleichungen folgt 

.^».A T^ ctgzd.ctg5- 

. .- ctgzd J5- -iJ ^ 

sm 45 = — r^ — =— • ctff -TT oder sm kzd = 7= 

smkzd ^ 2 cos 45 

Aus dem sphärischen Dreieck dzy folgt 

cos dy = sin zd cos dzy = sin zd sin kzd 

Setzt man die Werthe für cos dy und cos dz in die erste 

Gleichung, so ergibt sich ^ 

B B 

sin -^ cos 45 sin -^ cos 45 . cos 45 

sin zd sin kzd . , . , . B 

sm z d . ctg z d ctg -^ 

Daraus 

B B 

1) m = cos 45 tg -^, woraus lg m = lg tg -^ — [- 9,84949 

b) Gegeben A, gesucht die Indices von d (s. Fig. 20). 

Es ist o der Durchschnittspunkt der 2 Zonen kdy und 

hex, und man findet vermöge der Gl. 5 die Indices der Fläche o: 

111; es ist mithin o eine Oktaöderfläche. Die Gleichung yon 

ist cos ox = cos oy = cos oz 

Aus dem sphärischen Dreieck oxz folgt 

cos ox = sin oz cos xzo = sin ox cos 45 
und daraus 

ctg ox = ctg oy = ctg oz = cos 45 
woraus folgt 

ox = oy = oz = 54U4'8' 
Diesen Winkel nennen wir 8* 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck kox folgt 
cos kox = sin kxo cos kx = sin 45 cos 45 = -|r 
woraus kox = 60^ folgt. 

Eine Betrachtung der Figur lehrt, dass auch dof = 60^ ist. 
Nun können wir zur Berechnung von dy und dz schreiten. 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dfo folgt 

A 

cos -^ = sin do . sin 60 
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woraus 

. _ cos 4" A 

sm d = 



sin 60 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck koz folgt 

cos oz = cos ko cos kz = cos ko cos 45 

Hieraus 

, cos oz cos 8 

cos ko = ' 7=- = 77- 

cos 45 cos 45 

Daraus folgt 

ko==35«15'52" 

Vergleicht man diesen Winkel mit 8, so findet man 

ko = 90 — 8 
Nun ist kd = ko — do = 90 — 8 — do 
Ferner dy = oy -f- ^^ = ^ ~h ^^ 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck kdz folgt 

cos zd = cos kz cos kd oder 

cos zd = cos 45 cos (90 — 8 — do) == cos 45 sin (8 -f- do) 

TV cos dz cos45 sin (8 + do) .-. /^ i j v 

Da m = ' T— = r^ ■, .. ■ = cos 45 tg (8+do) 

cos dy cos (8 -|- od) o v i 

ist, so hat man, um m zu finden, folgende Gleichungen zu 
berechnen : 

A 

sm d o = 



2) 



sin 60 
m == cos 45 tg (8 -]- d o) 
8 = 54<>44'8'' oder 

A 

lg sin do = lg cos -^ + 0,06247 

lg m = lg tg (8 + do) + 9,84949 
Beispiel. ^ = 76« 22" 

lg cos -y = 9,37237 
E lg sin 60 = 0,06247 



lg sin do = 9,43484 
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clo = 15U7'38" 
8 = 54044' 8" 



8 + do = 70«3r46'' 

lg tg (8 + do) = 0,4516 
lg cos 45 = 9,8495 



lg m =; 0,3011 
m = 2 

Die Indices der Fläche d sind daher -y-. -j- 1 oder 112. 

Die Formel des TriakisoktaSders ist aOs. 



fläche 1 



Berechnnng der Tetrakishexaeder. 

In der Fig. 21 sei e die Projection der TetrakishexaSder- 
— oder n 1 und es sei d die Projection der Te- 



trakishexa@derfläche — Ol oder 1 n ; die Gleichung der 
Fläche d ist alsdann 



Fig. ai. 




woraus 



cos d X = 



cos dz 



n 



n = 



cos dz 
cos dx 



Fig. 21a. 
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a) Gegeben C, gesucht n. 

Es seien k und h die Projectionen zweier Rhombendode- 

kaöderflächen. Da de = 180 — C, so ist dk = 90 ^ 

Q 

und dz = 45 — dk = -^ 45} auch ist dx = 45 + dk = 

90 + 45 — -^. Mithin ist 

cos (4- - 45) 

b) Gegeben A, gesucht n. 

In der Fig. 21 stelle r die Projection der Tetrakishexa6der- 

fläche — 1 oder 1 n vor. Der Durchschnitt der beiden 
n 

Zonen ky imd hx liefert die Projection der OktaSderfläche o. 

Legt man durch o und z einen gröbsten Kreis, so steht dieser 

senkrecht auf dr. Da nun dr = 180 — A ist, so ist dg = 

A 

90 ^. Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dgz 

folgt 

sin dg = sin dz sin 45 
woraus 

A 

sm dz = 



sin 45 

und da dx = 90 — dz, folglich cos dx == sin dz ist, so folgt 

cos dz . - 

n = -^ — ;^ — = ctff dz 

cos dx 

Um daher n zu finden, berechne man 

A 
cos-g- ^ 

2) ^ sin dz = — : — ---, woraus Iff sin dz= lg cos-pr- + 0,15051 
* sm 45 ° 2 

n ^ ctg dz lg n = lg ctg dz 
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Bereehnang des BhombendodekaSders. 

In der Fig. 21 repräsentire k die Projection der Rhomben- 

dodekaSderfläche 101 und h die der RhombendodekaSderfläche 

11. Die Gleichung der Fläche k ist 

cos kx = cos kz 
mithin 

kx = kz = 45« 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck kzh folgt 

cos kh = cos* 45 = 4" 
mithin 

kh=60 

Der Winkel zweier RhombendodekaSderflächen ist mithin 

180 — 60 = 120®. Dies lehrt auch schon der blosse Anblick 

des Körpers. 



Bereehnang des Oktaeders. 

In der Fig. 21 repräsentire die Projection der Oktaöder- 

fläche 111. Die Gleichung dieser Fläche ist 

cos ox = cos oy = cos oz 

Aus dem sphärischen Dreieck xoz folgt 

cos ox = sin oz cos xzo = sin ox cos 45 

Daraus folgt 

ctg ox = cos 45 

ox = 54044'8" = oy = oz 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck okz folgt nun 

cos oz = cos ok cos kz = cos ok cos 45 

mithin 

, cos oz 

cos ok = 7=- 

cos 45 

woraus 

ok = 35n5'52" 

Der Winkel zweier Oktaederflächen ist mithin 
180 — 2.ok= 109^28' 16" 
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1^ 
n 



Berechnimg der hemiSdrisclieii Formen. 

§. 7. 
Berechnung der HexakistetraSder. 

a) Gegeben A' und B', gesucht die Indices von d. 

In der Fig. 22 sei d die Projection der Hexakistetraöderfläche 

1 (s. Fig. 22 a). Die Gleichung von d ist 

n cos dx = m cos dy = cos dz 



m 



Fig. 22. 



Fig. 23 a. 





k und r seien die Projectionen zweier Rhombendodekaöder- 
flächen. Es sei dh = -f (180 — A') =90 — 4" A' und 



oder 



Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dhz folgt 

sin dh = sin a sin dz 

A' 



a) cos -^ = sin a sin dz 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dfz folgt 

sin df = sin dz sin fzd 



— 47 — 



oder 



B' 

b) cos -^ = sin d z cos a 



Aus beiden Gleichungen folgt 
. cos Y -^' 

cos — X) 

Aus dem Dreieck dxz folgt 

d) cos dx = sin dz cos (45 — a) 
Aus dem Dreieck dyz folgt 

e) cos dy = sin dz cos (45 -j- a) 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung filr d, so erhält 
man m und n. Man hat daher folgende Gleichungen zu be- 
rechnen: 



cos 



tga = 



2 



cos 



A' 



1) 



cos 



B' 



sin dz = 



sm a 



m 



ctg dz 



cos (45 + a) 
Z. B. Gegeben ^ = 79» 6' 24 



n 



ctg dz 

sin(45-j-a) 



B' 



= 55 «27' 44 



// 



lg cos 4- = 9,27642 
E lg cos -5- = 0,24645 



lg cos A = 9,27642 
E lg sin a = 0,50004 



lg tg a = 9,52287 
a = 18« 26' 



lg sin dz = 9,77646 
dz = 36"' 42' 10" 



m = 3,01 = 3 
lg m = 0,47907 



E lg cos (45 + a) = 0,35149 

lg ctg dz = 0,12758 
E lg sin (45 + «) = 0,04846 



lg n = 0,17604 
n = 1,4999 = 1,5 
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b) Gegeben A' und C, gesucht die Indices der Fläche e 
(s. Fig. 18). 

Diese Aufgabe fallt mit der früher gelösten Aufgabe: „Die 
Winkel A und C des Hexakisoktaäders sind gegeben, gesucht 
werden die Indices der Fläche e" zusammen (S. 35). Wir 
stellen daher nur die zur Lösung nöthigen Gleichungen unter- 
einander. 

2 cos 4" C -f- cos 4" A 



cos kre = 



2) 



COS ez = cos Iz sin 



v/3 sin 4- A 
lz = kre — 35n5'52" 
A 



ctg Ize = sin Iz tg 4" A 



m 



ctg ez 



n 



ctg e z 



cos (45 -j- Ize) sin (45 + Ize) 

c) Gegeben B' und C, gesucht die Indices der Fläche d. 

In der Fig. 23 seien k, r, 
s und g die Proportionen von 
BhombendodekaSderflächen. d 
sei die Projection der Hexakis- 

tetraSderfläche — — 1. Die 

n m 

Gleichung der Fläche d ist 

n cos dx=m cos dy=cos dz, 

woraus 

cos dz . cos dz 

n = :; — und m = 




cos dx cos dy 

Esseidh=-f(180— CO 

und df =4- (180 — B') = 

90-|.' 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck gsx folgt 
cos gs = cos* 45 = 4-^ mithin gs = 60 und 
cos gs = ctg* sgx, woraus 
sgx = 540 44'8" 
Aus dem sphärischen Dreieck dsg folgt 

cos ds = cos gs cos dg -f- sin gs sin dg cos dgs 
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Da ds = sh — dh = 90 — (^90 — -y) = y und 
dg = gf + fd = 90 + 90 — ^, so folgt 

COS -^ = — cos 60 cos -^ — |- sin 60 sin -^ cos dgs 



2 
woraus 



cos -^ -f- cos 60 cos-TT- 2 cos -^r — Y cos -^ 



COS dgs = g;^ = g7 

sin 60 sin -75- tg 60 sin -^ 

Es ist 
< dgr = 180 — sgx — dgs = 125« 15' 52" — dgs = rf 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck drf folgt nun 

cos rd = cos rf sin -^ 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dzf folgt 
cos zd = cos fz cos f d = sin rf sin -^ 

Aus dem sphärischen Dreieck dkr folgt 

cos dk = sin rd cos drk 

woraus 

B' 

cos-^- 

cos drk = cos drx = — r 



sin rd 

Aus dem Dreieck drx folgt 

cos dx = cos rd cos 45 -|- sin rd sin 45 cos drx 
oder da cos 45 = sin 45 

cos dx = cos 45 (cos rd + sin rd cos drx) 

/ * B'\ 

cos dx = cos 45 I cos rd -\- cos -^\ 

cos dx = cos 45 I cos rf . sm -^ -f- cos -^1 

Henrich, Lehrbach der Krystallberdchnung. ^ 
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Mithin ist 

, sin ri sm -pr 

cos dz 2 

n = 



cos 45 l cos r f sin -^ — [- cos — I 



cos dx 

cos 40 

sin rf 



cos 45 I cos rf -{- ctg — ) 

Aus dem sphärischen Dreieck dyk folgt 
cos dy = cos 45 cos dk -f- sin 45 sin dk cos dky oder 

/ B' B' \ 

cos dy = cos 45 ( cos — + sin — cos (90 + fkz) j 

cos dy = cos 45 l cos -^ sin — sin fkz j 

cos dy = cos 45 ( cos -^ sin -^ cos rf j 



Mithin ist 



cos dz sin r f sin 4* B' 

m =r^ — 



cos dy cos 45 (cos ^W — sin \ W cos rf) 
sin rf 

cos 45 (ctg -^ B' — cos rf) 
Um m und n zu finden, hat man mithin folgende Glei- 
chungen der Reihe nach zu berechnen: 

o C' B' 

z cos -^ — h cos — 

cos dgs = g; — 

tg 60 sin ~ 

< dgr = rf= 125« 15' 52'^ — dgs 

sin rf 



1) 



n = 



m 



cos 45 (ctg 4" B' + cos rf) 
sin rf 



cos 45 (ctg 4" B' — cos rf) 
oder logarithmisch 

tg y = cos dgr = cos rf 

sin rf cos y sin 4" B' sin r f cos y sin 4" B'' 

^~ 7 B^ ^~ 7 w\ 

cos 45 cos ( 9> —\ cos 45 cos ( y + "ö" / 
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Z.B. ^ = 61» 26' -^ = 76» 10' 

cos 4- = 0,47820 
2 

2 cos -^ = 0,47820 

cos -y 4- 2 COS -f C = 0,95640 

lg 0,95 . . . = 9,98064 
E lg tg 60 = 9,76144 
E lg sin -f B' = 0,05638 
lg cos gds = 9,79846 
gds = 51«2' 
dgr = 74» 14' = rf 
f = 15« 12' 

-5- = 61« 26 

f + -|- = 76«38' 

.|^ — y = 46« 14' 

m = 4,99 = 5 
lg m = 0,69805 



,63605 



E lg cos (^7 + ^) = 0,63 

lg sin rf= 9,98334 

lg cos 9 = 9,98453 

lg sin 4- B' = 9,94362 

E lg cos 45 = 0,15051 

E lg cos (f — —^ = 0,16» 



16007 



lg n = 0,22207 
n = 1,667 = 4- 



3 1 
Die Indices der Fläche d sind: -^ — ^ 1 oder 3 15. Die 

o ;> 

Formel des HexakistetraSders ist — r 
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Berechnang der Trigondodekaeder, 

a) Gegeben B', gesucht die Indices der Fläche d. 

In der Fig. 24 sei d die Projection der Trigondodekaeder- 

fläche 1 oder lim. .Die Gleichung der Fläche d ist 



m m 



Mithin 



m cos dx = m cos dy = cos dz 



m 



cos dz 
cos dx 



Fig. 24. 



Fig. 24a. 





Ist k die Projection der Rhombendodekaederfläche 110, 
so folgt aus dem sphärischen Dreieck xdz 

cos dx = sin dz cos xzd = sin dz cos 45 

B' 



Nun ist dd' = 180 — B', mithin zd = 90 



, folglich 



folglich 



cos dx = cos -j- B' cos 45 



1) 



sin ^ B' 




tg 

CO 


xB' 


cos — B cos 


45 


s45 

• 


Daraus folgt auch 








Igm — 


Igtg 


-fB' 


+ 0,15051 
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b) Gegeben C 

Dieser Fall ist schon bei der Berechnung des Ikositetragders 
erledigt. Um m zu finden, berechne man: 

cos 4- C^ cos y 

cos (z d + <p) = TZ 

^' cos 45 

worin y = 35» 15' 52" ist, 



2) 



m = — ^ .^ , woraus auch folgt 
cos 45 

lg cos (zd + y) = lg cos ^(y -\- 0,06247 

lg m = lg ctg zd + 0,150515 



Berechnung der Deltoiddodekaeder. 

a) Gegeben A'. 

Dieser Fall ist durch die Berechnung der Triakisokta^der 
schon erledigt. Die Resultate sind folgende: 

cos ~ A' 

sin do = — . ' ^ — Iff sin do = lg cos -f A'-}- 0,06247 
Q. ; sin bü o ^ 1 

^ * n = cos 45 tg (8+do) lg n = lg tg (8 + do) + 9,84949 

8 = 54M4'8" 

b) Gegeben B', gesucht die Indices der Fläche d. 

In der Fig. 25 sei d die Projection der Deltoiddodekaäder- 

fläche 1 — 1 (oder m 1 m). Die Gleichung dieser Fläche ist 

cos dx = m cos dy = cos dz 

woraus 

cos dx 

m = - — j- 

cos dy 

Sind k, r, e, k die Projectionen von vier Rhombendode- 
kaSderflächen und d' die Projection der DeltoiddodekaSderfläche 

— 1 1 (oder 1 m m), so ist leicht mit Hilfe der Gl. 4 (S. 8) zu 

zeigen, dass kdd'k tautozonal sind. Es ist aber dd' = 180 — B', 

B' 

mithin sd = 90 — — 
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Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck o s d folgt 

sin sd = sin do sin dos 



Fig. 25. 



Fig. 25 a. 





Es ist leicht zu ermitteln, dass o die Projection der 

Oktaederfläche 111 ist. Mithin ist, wie früher gelehrt wurde, 

<^ dos = 60 

or = 350 15'52" 
ox = 540 44'8" 
Daher folgt aus sin sd = sin do sin dos 

cos 4 B' 
sm do = — ; — ^^^^ 
sm 60 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck rdx folgt 

cos xd = cos rd cos 45, und da 

dy = ry — rd = 90 — rd und 

rd = od — or = od — 35« 15' 52" ist, 

. , cos r d cos 45 . , . „ 

so ist m = ; z = ctg rd cos 45 

sm rd ° 

Man hat daher, um m zu finden, folgende Gleichungen 
zu berechnen: 



4) 



B' 



cos 



sin do = 



sin 60 
rd = od- 35^5' 52" 

m = ctg r d cos 45 



B' 

lg sindo = lg cos -^ + 0,06247 

rd = od — 35''15'52" 
lg m = lg ctg rd + 9,84949 
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Berechnuug des Tetraeders, 

In Fig. 24 sei d die Projection der Tetraederfläche 111 

und d' die der Tetra6derfläche 111. Nun ist schon früher, 
bei der Berechnung des Oktaeders, gezeigt worden, dass 
dx = dy = dz = 54^^44' 8"; es ist mithin dd' = 2 . dz oder 
4id' = 109« 28' 16". Der Winkel zweier TetraSderflächen ist 
180 — dd'=70«31'44". 



Fentagonale oder parallelfläcMge Hemiedrie. 



§. 8. 
Berechnnng der DyakisdodekaSder. 

a) Gegeben A" und B", gesucht die Indices der 
Fläche d. 



Fig. 26 a. 



Flg. 


26. 




/ • 


J 






\| 


>^J 




i r 


2 / 




In der Fig. 26 sei d die Projection der Dyakisdodeka6der- 
fläche — — 1 (s. Fig. 26 a). Die Gleichung der Fläche d ist 



n m 



n cos d X = m cos d y = cos d z 
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Daraus 



n 



cos dz - cos dz 

und m = 



cos dx 



cos dy 
Es sei in Fig. 26 de = 180 — B" und df = 180 — A" 

mithin dg = 90 — ^ und dr = 90 — ^ 

Aus den rechtwinkligen sphärischen Dreiecken dgz und 
dzr folgt, wenn gzd = a gesetzt wird, 

sin gd = sin dz sin a 
sin dr = sin dz cos a 

Aus beiden Gleichungen folgt 



tga = 



sin gd 
sin dr 



cos \ B" 



cos 4 A" 



folglich kann man dz berechnen aus 



sin dz = 



cos -j- B 
sin a 



// 



Aus den sphärischen Dreiecken dxz und dzy folgt 

cos dx = sin dz cos a 



und 



Mithin ist 



n 



cos dy = sin dz sin a 

cos dz cos dz ctg dz 

cos dx sin dz cos a cos a 



und 



m = 



cos dz 



cos dz 



ctg dz 

sin dz sin a sin a 



cos dy 

Um daher m und n zu finden, hat man die folgenden 
Gleichungen zu berechnen: 



1) 



tga = 



n 



cos 4- B^^ 
cos -f A" 
ctg dz 
cos a 



. j C0S4-B" 

sm dz = - 



m 



sm a 
ctg dz 



sm a 



A 



// 



Es sei z. B. i^ = 64» 7' 



B 



// 



= 77024' 
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lg cos -f B" = 9,33874 
E lg cos -j- A" = 0,36000 

lg tg a = 9,69874 
a = 26^33' . 



lg cos T B" = 9,33874 
E lg sin a = 0,34972 

lg sin dz = 9,68846 
dz = 290 13/ 



Die Indices der Fläche d sind: 



m = 4 
lg m = 0,60210 

E lg sin a = 0,34972 

lg ctg dz = 0,25238 

E lg cos a = 0,04840 

lg n = 0,30078 
n = 2 

1_^ J_ 

2 4 

4O2 



1 oder 2 14. Die 



Formel des Dyakisdodekagders ist 1 —^ i 



b) Gegeben B" und C", 
In der Fig. 27 sei d die 
Projection der Dyakisdode- 

kaederfläche 1. Die 

n m 

Gleichung der Fläche ist 

n cos dx = m cos dy 

= cos dz 

woraus 

cos dz . cos dz 

7- und m ^ r— 

cos dx cos dy 



gesucht die Indices der Fläche d. 



Flg. 27. 



n 




folgt. 

B" 

Esseidh = 90 — — und 

de' = dk = ke'=180— C" 

Halbirt man de' und dk und zieht in den Halbirungs- 
punkten r und g grösste Kreise senkrecht auf de' und dk, 
so schneiden diese sich in dem Punkte o und es ist leicht 
einzusehen, dass o die Projection der OktaSderfläche 111 ist. 
Verbindet man o und d mit z, so ist aus §. 6 (S. 45) 
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dass oz = 54» 44' 8" ist. Weil de' = dk = ke' = 180 — C" 
ist, so erhält man aus dem sphärischen Dreieck dke' den 
Winkel -^ k d e' = a vermöge der Gleichung : 




cos^-fC" 1 cos 60 

sm a = ■ ' 



sin^C" « . C" . C" 

l sm -^ sm -^ 

Aus dem bei r rechtwinkligen sphärischen Dreieck dor 

folgt 

4 . . C" cos 60 . C" 
cos dor = sm a sm -x- = ^^ sm -^ = cos 60 

sm — 

Mithin 

dor = 60<> 

Aus demselben Dreieck ergibt sich 

cos — = sin do sin 60 

woraus 

cos 4- C" 



sin do = 



2 



sin 60 

Da die Projection der Oktaederfläche 111 ist, so folgt 

ozx = 45^ 

Aus dem Dreieck doz folgt nun 

cos do ^ cos dz cos zo 4" sin dz sin zo cos (45 — ß) 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dhz folgt 

sin hd = sin zd sin ß 
woraus 

cos -^ = sin zd sin ß 

Die 2 letzten Gleichungen enthalten die beiden Unbekannten 
dz und ß und diese können in folgender Weise daraus ermittelt 
werden. Aus» der ersten Gleichung folgt 

cos do = cos dz cos zo -|" sin dz sin zo cos 45 (cos ß -j- sin ß) 
Substituirt man in diese Gleichung den Werth für sin ß, 
so ergibt sich 
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cosdo = cosdzoo.ao.+ 




coa do = coa dz coazo + 


^s 4- B" 
sia zd 


sin zo coa 45 . Waia^ zd — coa' ~ B" + coa -^ B") 
cosdo B" cos dz. ctg zo 


sin zo coa 45 """ 2 cos 45 



= Vl-C08»zd- 

Man findet leicht (a. S. 45), weil oz = 54" 44' 8" ist, 



cos 45 sin zo cos 45 

Mithin ist 



co8dotg60 — C08-J- B" — cos dz= vi — cos'zd — coa*4"B" 
Setzt man zur AbbOrzung cos do tg 60 — cos -f B" ^ 1 
und quadrirt, so erhält man 

cos*^ zd — p coa zd = — -^ 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dzh folgt 

coa d z = cos n z sm -p- 

Subatituirt man dieaen Werth für coa dz in die vorher' 

gehende Gleichung, so ergibt sich 

, , cos hz 1 p* 

coa» hz — p , , = 2- - ^.,1 „.. 
sm — D ö ^ sm — I) 

Hiersas folgt 



(coa hz- 



-V=- 



2 sin 4- B"/ 2 4 »in>-f B" 

= iA E! ^ 

2 \ 2 8m>TB"'' 

Setzt man endlich 

p 

cos ^ = -7= — ^— 

vi sin -i- B" 



60 



so folgt 



und hieraus 



woraus 



mithin 



, cos Y , sin Y 
cos nz =i= — 7= — 7=— 

\/2 \/2 



cos hz = cos (45 — y) 
sin h z = sin (45 — y) 



und 



1 -n// 



cos dz ^ cos (45 — y) sin — B 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck hdx folgt 

cos dx = sin -^ sin hz 
Da ferner 

dy = 90-hd = -^ 

ist, so folgt 

cos dz cos (45 — y) sin 4 B" . /.^ 

n = T- = . 1 * . . = ctg (45 - t) 

cos dx sm — B sm hz 

Y) sin 
cos dy cos 4" B" 



cos dz cos (45 — y) sin -f B" , .^ . ^ , _,^ 

m = — = !^ ^^——^ = cos (45 — Y)tg4-B" 



Um ni und n zu finden, hat man folgende Gleichungen 
zu berechnen: 

cos — C" 

sin do = -^-W lg sin d = lg cos 4 C" + 0,06247 
sm 60 ^ ö 2 II 

21 v' cos do tg 60 — cos -f B" 
' cos Y = 7= ; 

v/2 sin -f B" 

n = ctg (45 — y) m = cos (45 — t) *g 4" ^ 

Beispiel. ^' = 83 <> 5' 8" -|^' = 56 « 4' 5" 



1 T>// 



— öl- 
ig cos ^ C" = 9,74679 lg tg 60 = 0,23856 

Q 06247 lg cos do = 9,88340 

lg sin do = 9,80926 lg <^os do tg 60 = 0,12196 

do = 40^ 8' cos do tg 60 = 1,32423 

cos 4- B" = 0,12039 

cos do tg 60 — cos 4- B" = 1,20384 

lg 1,203 . . = 0,08057 

E 4 lg 2 = 9,84950 

E lg sin 4- B" = 0,00317 

lg cos T = 9,93324 

Y = 30« 57' 40" 

lg n = lg ctg (45 — t) = 0,60197 

n = 3,9992 = 4 

lg cos (45 — t) = 9,98683 
lg tg -T B" = 0,91625 



0,90308 

m = 7,9999 = 8 

1 1 
Die Indices der Fläche d sind "T "g- 1 ^^er 2 18. Die 

Formel des Dyakisdodeka6ders ist j —^ 1 

c) Gegeben A" und C", gesucht die Indices der Fläche k. 
In der Fig. 27 sei k die Projection der Dyakisdodekaeder- 

1 • 1 

fläche 1 . Die Gleichung der Fläche k ist 

n m 

cos kx = n cos ky = m cos kz 

woraus folgt 

cos kx T cos kx 

m = -. — und n = -. — 

cos kz cos ky 

Es ist ox = 54« 44' 8" und oxz = 45«; ok = od wird 
berechnet wie vorher aus der Gleichung 

cos — l 
sin ok = - .- ,. 



1// 



sm 60 
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Aus den beiden Dreiecken qkx und xok folgt, da 



A" 

qk = 90 ^ ist, 



A" 
cos "TT- = sin kx sin ß' 



wobei ß' = qxk ist, und 

cos ko = cos ox cos kx + sin ox sin kx cos (ß' — 45) 

Die Lösung dieser beiden Gleichungen ist in der vorher- 
gehenden Aufgabe gelehrt worden, m. und n findet man aus 
folgenden Gleichungen: 



3)J 



1 /^// 



cos -^ C 



sin ok = — T-^W- lg sin ok = lg cos ^ C" + 0,06247 
sm oO 

te: 60 cos ok — cos -J- k!' 

cos T = 7= T-" 

\/2 sin 4- A" 

m = ctg (45 — y) n = cos (45 — t) • tg -^ A'^ 



Beispiel. 


A" 

\ =67«1' 




\ —60« 51" 
2 


OS \ C" : 


= 9,6876 
0,0625 




lg tg 60 — 0,2386 
lg cos ok — 9,9174 


g sin ok : 

ok: 


= 9,7501 • 
— 34« 13' 


tg 


60 cos ok — 0,1560 

60 cos ok — 1,4323 
cos • A" — 0,3906 



tg 60 cos ok — cos -f A" = 1,0417 

lg 1,04 . . = 0,0177 

E -i- lg 2 = 9,8495 lg cos (45 — t) = 9,9956 

E lg sin 4- A" = 0,0359 lg tg -f A" = 0,3724 



Ig cos T = 9,9031 lg n = 0,3680 

Y = 36« 51' n = 2,3335 = -f 

lg m = lg ctg (45 — y) = 0,8441 
m = 6,98 = 7 
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3 1 
Die Indices der Fläche k sind daher 1 -^ — =- oder 7 3 1. 



7 7 



Die Formel des Dyakisdodekaäders 



- m 



Berechnung der Pentagondodekaeder. 



fläche 



In der Fig. 28 sei d die Projection der PentagondodekaSder- 
1 oder 1 n. k und e seien die Projectionen der 



n 



Pentagondodekagderflächen 1 — und 1 — . Die Gleichung 

der Fläche d ist 

n cos dx = cos dz 

cos dz 



n 



cos dx 



Flg. 


28. 


\ 


z 






><\ 1 ' 


\ "^ 


\ — 7^ 


: 



Flg. 28 a. 




a) Gegeben A", gesucht die Indices der Fläche d. 

A" 



In der Fig. 28 sei dz = 90 



-, so ist 



A" 



dx = 90 — dz = =-. Mithin 



A 



// 



sm 



l)n = 



A 



// 



= tg4-A" 



COS 
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b) Gegeben C", gesucht die Indices der Fläche d. 

0" 
Es ist (s. Fig. 28) dk = ke = de = 180 — 

Aus dem sphärischen Dreieck dke erhält man (s. S. 58) 

. 1 , - cos 60 

sin ^ kde = -: — ;— — = sm a 
^ sm -^ 

Halbirt man de und dk und zieht in den Halbirungs- 
punkten senkrecht zu de und dk grösste Kreise, so schneiden 
diese sich im Punkte o und es ist leicht einzusehen, dass o die 
Projection der Oktaederfläche 1 1 1 ist und dass <^ o z x = 45 
und oz=:54«44'8'Mst. 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck dor folgt 

cos d o r = cos d r sin a = sin Y C" sin a = cos 60 

mithin 

dor = 60. 

Aus demselben Dreieck dor folgt auch 

cos 4- C' 

sm do = . ^^ 
sm oO 

Aus dem sphärischen Dreieck doz folgt nun 
cos do = cos dz cos oz -f- sin dz sin oz cos 45 

Setzt man in dieser Gleichung 

sin oz cos 45 = cos oz ctg y 
so ist 

j / 1 I • ^ i- ^ sin (y + dz) 

cos do = cos oz (cos az-4-sm dz ctg (p)=cos oz -. . 

^ ' ° ' ^ sm 9 



woraus 

sm 



. . , , N cos do sm 9 

m (9 + dz) = - 

^ ' cos oz 

Aus der Gleichung sin o z cos 45 = cos o z ctg y folgt 

cos oz 

tff m = 

^ sin oz cos 45 
und daraus, weil cbg o z = cos 45 (s. S, 45), 

9 = 45® 
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Mühin 



sin (45 -f" dz) = 



cos do . sin 45 



cos oz 

Da femer dx = 90 — dz, folglich cos dx = sin dz ist, 
so bat man, um n zu finden, folgende Gleichungen zu berechnen : 

. ^ cos^-C" 
sm do = 



2) 



sin 60 

• rAK \ :i \ sin 45 - 

sm (45 + dz) = cos do 

cos oz 

n = ctg dz 

lg sin do = lg cos 4- C" + 0,06247 

lg sin (45 + dz) = lg cos do + 0,08805 

lg n = lg ctg d z 



Beispiel. 



C 



// 



= 56» 47' 20" 



lg cos -i- C" = 9,73850 

0,06247 



lg sin do = 9,80103 

do = 39''18'55" 

lg cos d = 9,88907 

0,08805 



lg sin (45 + dz) = 9,97712 

45 + dz = 71« 33' 50" 
dz = 26» 38' 50" 
lg n = lg ctg dz = 0,30103 

n = 2 

Die Indices der Fläche d sind daher -77 1 



Die Formel des Pentagondodekaöders ist 



^0 



oder 10 2 



Henrich, Lehrbuch der KrysUUberechnang, 
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Bereclinimg complicirter Gombinationen. 

§. 9. 

Erstes Beispiel (Rothkupfererz). 

Nach Mohs und Phillips ^) kommt am Rothkupfererz die 
Combination Fig. 29 a vor. Eine allgemeine Bestimmung er- 
gibt, dass 

o das Oktaöder 

a das Hexaeder oo oo 
r das Rhombendodekagder oo.O 
s ein Ikositetraöder mOm 
n ein Triakisokta6der mO 
d ein Tetrakishexaeder oo n 
V ein Hexakisoktaöder mOn ist. 
Bekannt durch Messung sind die Winkel (Fig. 29 a) 

r :n= 160^32' 

r:v = 160^^54' 



Fig. 29. 



Fig. 29 a. 





Die Fig. 29 ist eine stereographische Projection der Com- 
bination. Die gleichen Buchstaben in beiden Figuren bedeuten 
dieselben Flächen. 



») Vergl. Phillips, Mineralogy 1823, S. 307 und Naumann, Lehrb, 
d. reinen u. angewandten Krystall. 1830, Bd. 1, 8. 242. 
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Eine Betrachtung der Fig. 29a lehrt, dass wegen des 
Parallelismus der Kanten die Flächen rvsvr" tautozonal sind. 
Die Fläche s lässt sich mithin vermöge der Zonengleichung 4 
aus den Indices von r und r" in folgender Weise bestimmen: 

Indices von r: 110 11 

XXX 
Indices von r": 1 1 1 



111^) 
Indices von s: m 1 1, folglich, daeu4-fv-f-gw = ist, 

m — 1 — 1 = 0, woraus 
m = 2 

Die Indices von s sind mithin 2 11. Die Ableitungs- 
zahlen folglich -Q- 1 1 oder 12 2. Die Formel folglich 2O2. 

Es ist daher 

s = 2O2 

Das Tetrakishexaäder d (s. Fig. 29 a) liegt wegen des 
Parallelismus der Kanten in der Zone sds'. Es lässt sich mit- 
hin aus den Indices von s und s' bestimmen: 

Indices von s: 2 1 1 2 1 

X X X 
Indices von s': 2 1 1 2 1 



2 4, oder mit 2 dividirt : 

1 2 
Indices von d : n 1 , folglich vermöge 61. 4 : 



n — 2 = , woraus 
n = 2 



Mithin ist 



d = 00O2 oder (2 01) 

Zur Bestimmung der Fläche n dient der Winkel rn = 
19^28' (Fig. 29). Dieser Winkel rn in Fig. 29 ist = 180 
— r : n in Fig. 29a. 

Wir geben hier 4 Methoden zur Bestimmung der Fläche n. 
*) Es ist i = — 1, ebenso 3 = — 3 n. e. w. 
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Erste Methode. Die Indices von n seien m m 1, so ist 
nach 61. 2 die Gleichung von n, weil die Axenlängen a b c 
der Grundebene gleich 111 sind: 

cos na cos na, cos n b,,, 

m m 1 

Mithin 

cos na. 



m 



cos na„ 



n a, wird aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck n a, r 
berechnet. In diesem Dreieck ist rn = 19^ 28' und ra, = 45 
und <^ nra, = 90, folglich ist: 

cos na, = cos rn . cos ra. 

Nun ist noch na„ = 90 — rn = 70^ 32', folglich 

_ cos 19^28' . cos 45 

^ ~ cos 70« 32' 

Daraus folgt 

m = 2 
Mithin ist 

n = 2O oder (2 2 1) 

Zweite Methode. Die 4 Flächen a,,, o, n und r sind 
tautozonal ; die Winkel, die sie unter einander bilden, sind be- 
kannt, ausserdem kennt man die Indices von 

a,, gleich 1, 

o „111, 
r „ 110. 

Die Indices der vierten Fläche n , die wir gleich m m 1 
setzen, können mithin vermöge Gl. 10 und 11 Seite 14 ge- 
funden werden. 

Da in diesem Falle PP' = 90 ist, so folgt 

^^ ctgna^ 
ctg o a„ 

Der Winkel oa,,, den die Normale auf die Oktaäderfläche 
mit der Normale auf die Würfelfläche bildet, ist 54^44', 
mithin ergibt sich 

X = 0,5 = 4- 



J 
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folglich 

Die Parameter der Fläche n sind mithin 112, folglich ist 

n = sO (wie oben). 

Dritte Methode. Nach Gl. 16 (S. 26) ist, wenn man die 
Indices von r gleich 110, von n gleich m m 1 setzt : 

2 m m\j2 

cos r n ^^^ — zzz — z^:z: 

yj2 \/2m2 + 1 V2m2 -f 1 



Daraus folgt 



tg rn = 



m 



V2 



und daraus folgt 



1 
m = 



v/2tg 



rn 



Daraus 



folglich ist 



m = 2 



n = 2O (wie oben). 

Vierte Methode. Ist, wie in Fig. 29, n richtig con- 
struirt, so sieht man sofort, dass es mit dem Durchschnittspunkt 
der beiden Zonen a,sd und ro zusammenfallt; es kann mithin 
nach Gl. 5 in folgender Weise berechnet werden: 

Indices von d : 2 1 2 Indices von r : 1 1 1 1 

XXX XXX 

Indices von a,: 1 1 Indices von a„: 1 

uvw=102 u,v, w, = 110 

uvw: f 2 r 

_X X X_ 

u, V, w,: 1 1 1 1 

Indices von n: 2 2 1 

Ableitungszahlen von n: — — 1 oder 112 

mithin 

n = 2O (wie oben). 
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Hieraus erkennt man augenfällig die Vortheile, die eine 
stereographische Projection bietet. Durch alleinige Anwendung 
des bekannten Schemas konnten auf Grund der Projection die 
Indices von n ermittelt werden. 

Es erübrigt noch die Berechnung von v. 

Erste Methode. Der Rechnung voraus geht die Con- 
struction. Um v stereographisch zu projiciren, verfährt man 
nach Aufgabe 2 und 4 des §. 4 S. 14 in folgender Weise: 
Der Winkel rv = 180 — 160« 54' = 19^ 6' ist gegeben. Man 
suche die Projection des Poles des Kreises r s r" (in einer Hilfs- 
figur), trage den Winkel 19« 6' von r aus nach a hin auf ra ab, 
verbinde den erhaltenen Punkt mit der gesuchten Projection des 
Poles, so schneidet die Verbindungslinie den Bogen rs in v. 
Legt man durch v und a einen grössten Kreis, so bemerkt 
man, dass er durch n geht, mithin kann v wieder in der ein- 
fachsten Weise als der Durchschnittspunkt der Zonen an und rs 
in folgender Weise berechnet werden. 

Indices von r: 1 1 1 1 Indices von a: 1 1 

XXX XXX 

Indices von s: 2 1 1 2 1 Indices von n: 2 2 1 2 2 

uvw=l 11 u, V, w, = 012 

uvw:ll 1 1 1 
X X X 

u,v,w,: 12 1 

3 2 1 oder 3 2 1 

11 3 

Die Ableitungszahlen für v sind mithin -^ -^ 1 oder 1-^3 

und die Formel ist aOf oder (3 2 1). 

Zweite Methode, v kann auch in folgender, viel weniger 
einfachen Weise berechnet werden, v liegt in der Zone rs, 

deren uvw nach dem Vorhergehenden 111 ist. Die Indices 

von V seien 1 , so muss nach 61. 4 sein: 

n m 

1 — 
Daraus folgt n : — ^ 



1 


1 















n 


m 
m 
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Die Gleichung von v ist mithin 

m 



cos va = r- cos va, ^ m cos va 



— CO» V 'A, ^ ni cos V ST 

m 

Mithin 

m — 1 cos va. 



V 



m cos va 

In dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck r a r'' ist 
ra = ar" = 45^ folglich 

sinra = ctgvratgr"a 
woraus 

ctg vra = cos 45 
vra = 54'>44' 

Aus den sphärischen Dreiecken vra und vra, folgt 

cos av = cos vr cos ra -f- sin vr sin ra cos vra 
cos a,v = cos vr cos ra, — sin vr sin ra, cos vra 

Durch Division folgt 

cos a^v cos vr — sin vr cos vra 1 — tg vr cos vra 

cos av cos vr -f- sin vr cos vra 1 -\- tg yt cos vra 

Setzt man vr = 19® 6' und vra = 54^44', so folgt 

m — 1 cos a^v 0,8 2 



mithin 



m cos a V 1,2 3 



m = 3undn = 4 



daher 



V = 30f 



Dritte Methode. Endlich kann v auch mit Hilfe der 
Gl. 16 in folgender Weise berechnet werden. In dieser Glei- 

chun&r setzen wir für h k 1 die Indices von v : 1 und fiir 

® n m 

h'k'l' die Indices von r: 1 1 und erhalten: 

' n mn +m 

cos rv """* ■ ^— — ^3 — ' — . 

v/2v/l + ^+^ V2Vm«n« + m. + n« 
V n* m' 
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m 



Setzt man n = =-, so geht die Gleicliimg über in : 



m 
cos rv 



2m 



Daraus folgt 



mid daraus 



^8" = -2m-l 
VF 



2Vm*+ 1 — m 
V3 



2m— 1 = 



tgrv 



Setzt man in diese Gleichung rv = 19® 6', so ergibt sich 

3 
2 m — 1=5, mithin m = 3 und folglich n = -x-. Daher ist 

Zweites Beispiel (Eobaltnickelkies, Eobaltkies). 

Die Fig. 30 a repräsentirt nach Phillips ^) eine Combination 
des Eobaltnickelkieses. Eine allgemeine Bestimmung lehrt, dass 



Flg. 30. 



Fig. 30 a. 





Ä ^ 



b em Pentagondodekaöder — ^ — 
s ein Pentagondodekaöder — ^ — 



^) Vergl. Naumann, Lehrb. d. reinen u. angewandten Krystallo- 
graphie 1830, Bd. 1, S. 250, Fig. 236. 
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a das HexaSder oo oo 
o das Oktaeder 

r ein Dyakisdodeka^der I — ^ — 1 ist. 

Bekannt durch Messung sind die Winkel 

a:b = 153^26' (Fig. 30a), 
a : s = 166^ „ „ 

o:r = 163«27' „ 

Die Fig. 80 gibt eine stereographische Projection des 
Krystalls. Die gleichen Buchstaben bedeuten dieselben Flächen. 
Zuerst bestimmen wir b. 

Die Indices von b seien n 1 0. Die Gleichung von b ist 
daher 

cos b a cos b a, 

n "" i 
woraus 

cos b a cos b a . , 

n = =- = jzrrr r r- = Ctff b a 

cos b a, cos (90 — b a) ° 

Setzen wir für b a seinen Werth: 26^34', so erhalten 
wir n = 2. 

Mithin ist 

b = -5^ oder 7c (2 1 0) 

Ebenso ergibt sich 

s = — ^ — oder tc (4 1 0) 

Wie im vorhergehenden Beispiele, so könnten auch hier 
noch 2 andere Methoden zur Berechnung von b und s ver- 
wendet werden und zwar die Gl. 10 und 11, da die 4 Flächen 
aba^ und die Rhombendodeka^derfläche mitten zwischen a und b,, 
tautozonal und die Winkel derselben bekannt sind. Auch die 
Gl. 16 führt zum Ziel. Dieselbe liefert gleichfalls n = ctg ba. 

XTm r zu berechnen, bedenken wir zuerst, dass bro tauto- 
zonal sind. Die Indices von r seien 1 

n m 
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Indices von o: 1 1 1 11 

XXX 

Indices von b: 2 1 2 1 



Indices von r: 



12 1 

1 — — , folglich vermöge GL 4 



— 1 H = 0, woraus 

' n m 



2m 



n 



m+ 1 



Die Indices von r sind mithin: 1 



m+1 1 



2m 



m 



Die Glei- 



chung von r ist: 
cos ra 



2m 



cos ra. 



m cos ra 



'// 



1 m + 1 

Daraus folgt 

m -f- 1 cos r Q,, 

2 m cos r a 

In dem sphärischen Dreieck oba„ ist <^ba„o = 45 — 
aa,,b = 45 — ab = 18® 26', ferner ba„ = 90 und oa„ = 
54044' (Winkel, den die Normalen auf die Würfelfläche und 
Oktaederfläche mit einander bilden). Daher 

cos ob = sin oa„ cos ba„o = sin 54® 44' cos 18® 26' 

ob = 39® 14' 

Aus dem sphärischen Dreieck oba, folgt 
cos oa, = cos ob cos a,b + sin ob sin a,b cos oba. 



woraus 



cos o b a. = 



cos o a, — cos ob sin a b 



und 



sin ob cos ab 

Nun ist oa, = 54® 44', ab = 26® 34', folgUch ergibt sich 

oba, = 65® 54' 10" 

Aus den 2 sphärischen Dreiecken ra,b und rba folgt 
cos ra, = cos rb cos a,b -|- sin rb sin a,b cos rba, 

cos ra = cos rb sin ab — sin rb sin ab cos rba. 



Imrti 


Tr-rranr i.-iipi 






1 




Mtri. 


= 


xc 6^ - 


-ictV a-s 


tVä 






i-ji r» 


1 — IC 


->.-.tr>v 


Xif." 




Sess 


mxa. 
















^ 


^ IC rV et rt*.. 






so isi 














m - 1 


= JÜl 




IC »>. — TC » 

1 — icat^ur ? 


= K!l«>.- <i 


It. rt 


»,= 0'' 


■y = 


= 6^''M 


l'j" ia. «« 


«Sil» 


sk-k 




,^. 


41'. 
m 


^ i _ 




sii' i;v 








m 










n.= 


ilt» = 


r* 




uuüfaenxL 


SCtUii 




11=: 


2ni 


11 






mT-1 ~ 




Daher 




















r = 


1 ^^J ^^ * l> 


II T) 



Zweite Methode. Verni^ der Ol. U> künnU' mmi r 

in folgender Weise berechnen: 

n (in + 1") + in 

cos or = —^ — ^^ _ - -^ - 

V3 Sn" {m* H- 1) -\- m» 

Setzt man in dieser Gleichung n ^ — . , so golil nie tiln'i:' m 

V3 (m + 1) 

coa r = — ■ ■ — ^— _ . - 
\/5m» + 2m + r. 
woraus 

v'ä (ni - 1) 

tg or = ^^ 

\/3 (m + 1) 
woraus 

„ = l+VV' tgor 
1 — Vl.fj .Igor 



r 
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Setzt man 

tg a = \/l,5 tg or 
so ist 

m = tg (a -j- 45) 
Daraus folgt wieder annähernd 

15 

Legt man in Fig. 30 durch a, und r einen grössten Kreis, 
so bemerkt man, dass er nahezu durch w geht, w ist der 
Durchschnittspunkt der 2 Zonen aa„ und ow. Für w erhält 
man daher die Indices 2 01. Nimmt man an, a,r gehe genau 
durch w, so kann r als Durchschnittspimkt der 2 Zonen ob 
und wa, bestimmt werden. Mit Hilfe des bekannten Schemas 
findet man alsdann für r die Indices 4 3 2, folglich die Ab- 

111 4 

leitungszahlen -j- — — oder 1 "ö" 2 und diese kommen den 

oben berechneten sehr nahe. Nimmt man diese Parameter als 
richtig an, so kann man or aus der eben entwickelten Gleichung 

tcr o r = -p=A berechnen. Die Rechnung ergibt 

^ V3(m + 1) ^ ^ 

or= 15^ 13' 30" 

folglich o:r = 164«46'30" 

Die Messung lieferte o : r = 163® 27' 

Differenz zwischen Rechnung und Messung = 1^19' 30" 

Diese Differenz ist zu gross, als dass man die Parameter 

4 . . . 

1 -^ 2 als die richtigen ansehen könnte; folglich ist r nicht 

ö 

Durch Schnittspunkt der Zonen ob und wa. 

Die Combination weist sonach folgende Formen auf: 

="^* .ooooo. «>o* '"401 



[m 



2 2 L2 

b .o.a. 8 . r 
rt (2 1 0) . (1 1 1) . (1 0) . z (4 1 0) . ;r (15 11 7) 



4 4 



DnÜBi Bcäqiifil <T»:.rac-3i tcc: Ltn^>»i:r^ -V 

O 



q' das Tt-tr&'^itT — — ^ 

r d^s Ric'inbeEdc^clefca^ier x O 
t ein TnirondcHiekaeaer — — r — 

y' ein Hexakistetraeder — r^ — ist. 

Bekannt ist der Winkel i'a.r = 3:^^ U>' iFii?. 81) und 

= 27MlV (Fig. 81) 






Fig. 31. 



Ft«. 3U. 





Die Fig. 31 ist die stereographischo Proji^ction der Ooni- 
bination, die Fig. 31a eine parallelperspectivinrlio IVojtu'lion. 
t ergibt sich aus den beiden in t sich schneidenden Zonen vi 

, 2()2 

und r,a„ 






2 



Vergl. Schrauf, Atlas der Krystallformen IV, 1871^ Taf. 'Mi, 
Fig. 2 nnd auch C. KleiD, Einleitung in die Krystall Berechnung, HUtii- 
gart, Schweizerbart, 1876, 8. 136, Fig. 8, Taf, JJ, 
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Um y' zu berechnen und zu construiren, tragen wir zu- 
nächst y' in einer Hilfszeichnung ungefähr richtig ein und be- 
rechnen das Dreieck y' s a,„ in welchem bekannt sind die Winkel 

i a„ = 32« 19' und i s = ^- und i s a„ = 90. 

Man findet 

s a„ = 29« 24' 30" 
mithin 

rs = 60«35'30" = <sr,r 

Da s a„ nun bekannt ist, so ist es leicht, den Punkt s 

y't" 

richtig zu construiren, und da s y' = - — — ist , so ist es auch 

leicht, den Punkt y' richtig zu projiciren. In ähnlicher Weise 
construirt man die anderen Punkte. 

Erste Methode. Die Gleichung des Punktes y'^ dessen 

Indices - — 1 sind, ist 
n m 

a) n cos y' a = m cos y' a, = cos y' a,. 

In dem sphärischen Dreieck y' r, a (in der Fig. 31 ist der 
Bogen y' a nicht gezeichnet) kennt man y't = 90 — y' s? femer 
r'a = 45 und Y'r, a = Y'r,r = r s = 60« 35' 30' 

Aus diesen Daten ergibt sich 

Y'a= 59« 35' 20' 
Y'ar' = 101 «14' 20' 

Nach 61. a ist 

n = ^^^ ^'y = 0,1669 = 4- annähernd, 
cos Y a 3 

Aus dem sphärischen Dreieck Y'aa, folgt 

cos y' a, = sin y' a cos y' a a, = sin y' a cos (180 — y' a r,) 
cos y' a, = sin 59« 35' 20" cos 78 <> 45' 40" 

Nach 61. a ist 

n cos y' a 5 ^ ^ 

m = 7 = —.3 = 5 

cos Y a, o 



k// 



1" 
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Zweite Methode. Vermittelst der GL 16 kfum mim auch 
m und. n und zwar in folgender Weise berechnen« 

cos T'a,, = -========, woraus tg 7' a,, = 2_?i . . Ji. 

Vm*n*-{-m*-t- n* mn 

oder 

1 1 



?)tg^'a,,= 



n* ' m* 



Vermöge 61. 16 S. 26 ist 

^ ,^ 2mn-|-m*n* 

"^^^ ~m*n* + m^ + n« 
woraus 

. 7' 7" m — n 

sin —^- 



2 V2 Vm^n* + m^ + n« 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich 



/^// 



V2 sin — öT _ 1 1 

2 m — n 1 1 

cos Y a-// in n n m 

Aus dieser Gleichung und der Gl. ß findet man m n, sodann 
m — n und endUch m + n ; mithin auch m und n. 

Setzt man 



sin y' s 1 , ß sin y' a,, sin a 
cos a = — — ^ — und tg ß = 



und 



sm Y a,, "" • cos y' s 



so ist 



-V^2ctgT^a,, 
sin Y a„ cos 2 a cos ß 



m = p sin (ß + Y s) 
n = p sin (ß — y' s) 

Man ersieht sofort, dass die erste Methode bloss die Auf- 
lösung sphärischer Dreiecke, die letztere dagegen eine be- 
deutende Uebung im Umformen trigonometrischer Gleichungen 
erfordert. 

Die Combination weist mithin folgende Formen auf: 

^ ^ iOi , ftO-!- 
-^.— -g-.ooOcÄ.ooO. g- . H ^ 

q . _q' . a . r . t . Y 

x(lll). x(lll) . (100) .(110) . x(ri2). (315) 
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Viertes Beispiel (Eisenkies von Traversella ^). 

Die Fig. 32 a ist eine parallelperspectivische Projection des 
Eisenkieses von Traversella. Die Fig. 32 eine stereographische 
Projection derjenigen Flächen, deren Berechnung auf der Auf- 
lösung sphärischer Dreiecke beruht. Auf eine vollständige 
Projection ist in diesem Falle verzichtet worden, damit die zu 



Fig. 32. 



Fig. 32 a. 





berechnenden sphärischen Dreiecke dem Beschauer schneller in 
die Augen fallen. 

Eine allgemeine Bestimmung lehrt, dass (s. Fig. 32 a) 
f, s und r drei Dyakisdodekaeder 1 — ^ — 1 

V ein Pentagondodekaeder — - — 

a der Würfel oo oo 
o das Oktaeder ist. 

Bekannt sind die Winkel A" = 1150 22' und B" = 149« 
des Dyakisdodekaeders f (vergl. S. 56) ; 

ferner r : r' ^ 167® 54' (Kante B" des Dyakisdodekaeders r), 
ferner r : v = 171^52' 



Vergl. Strüver, Studi sulla Mineralogia Italiana, 1869, Taf. VI, 
Fig. 104 und auch Klein, Einleitung in die Krystallberechnung , Stutt- 
gart 1876, S. 140, Fig. 1, Taf. 4. 
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Das Dyakisdodekaeder f wird mit Hilfe der S. 56 ent- 
wickelten Gleichungen 

cos-fB" . , cos^-B^' 

tff a = ; — — 7 Sin d z = 



"O "^ 1 A // 



C0S-2-A" sin a 

ctff dz ctff dz 

n = — ^ m = — ? 

cos a sm a 

3 

berechnet. Man findet m = 3 und n = -^ ; mithin sind die 

rsO^T 

Indices von f : 2 1 3. Die Formel des Dyakisdodekaeders ist 1 — - — 1 

V liegt in der Zone (s. Fig. 32 a) of v. Daher ergeben sich 
vermöge der Zonengleichung 4 die Indices von v : 10 2. 

00O2 

s' liegt in den Zonen fs'a" und s'vs^' (s. Fig. 32 a). Daher 
finden sich nach dem bekannten Schema und nach Gl. 4, S. 8 
die Indices von s': 214. 



-' = m 



Da V = — ^ — gefunden worden ist, so kann der Winkel 

a"v (Fig. 32) vermöge Gl. 16, S. 26 und auch vermöge der 
Gl. 2, S. 4 gefunden werden. Die Rechnung ergibt 

a"v = 260 34' 

Um nun r zu finden, legen wir durch r und a' (s. Fig. 32) 

einen grössten Bieis und berechnen das rechtwinklige sphärische 

ri 
Dreieck r v q , in dem bekannt sind die Winkel r q = — ^ 

= 6^3' und r V = 8« 8'. Die Rechnung ergibt 

qv = 5«26' 

Es seien die Indices von r : 1 so ist die Gleichung 

n m 



rr' 



von r : 



n cos r a = m cos r a' = cos r a" 



Henrich, Lehrbuch der Krystallberecbn ing. 6 
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Aus den rechtwinkligen sphärisclieii Dreiecken 
r q a" und r q a folgt 
coa ra" ^ cos rq cos qa" und 
cos r a = cos rq cos qa 

Da a"q = a"v + vq = 32» iat, so folgt 

_ C03 ra" _ coa rq cos qa" 



cos ra 
cos ra" 



coa r q cos q a 



= ctg qa"= 1,600 = 



ärqc 



jqa 



Daher ist 

[gO-fl 
■ — ^ — I. Die Indices von r sind 5 18- 

Die Combination weist mithin auf: 

f . V . s . r . a . o 

FAnftes Beispiel. (Baryumnitrat.) '■) 
Baryumnitrat krystallisirt nach den ünterauchungen von 
W. J, Lewia tetartoedriach, eine Thatsache, die die früheren 




Untersuchungen von Scacchi ^ und Baumhauer ^ vollkommen 
bestätigt. 



') S. Zeitschrift für Erystallographie and Hineralogie, II. Band^ 
I. Heft, 1877, S. 64, Taf. 4, Fig. I u. 2. 

*) PoggendorffB Ann. ä. Fhja. 109, 366. 

') Zeitechrift far Krystallographie und Mineralogie, 1. Heft, S. 51. 
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Die Fig. 33 a gibt ein parallelperspectivisches Bild des 
Erystalls; die Fig. 33 ist die stereographische Projection. In 
der Fig. 33 a fehlen die Flächen s des negativen Trigondo- 

dekaSders : x — . Eine allgemeine Bestimmung lehrt, dass 

a der Würfel oo oo 

t ein tetraödrisches PentagondodekaSder -| j — 1 

, mOn 



mOn 



o das negative Tetraeder — 



mOm 



2 

1 ein positives Trigondodekaöder + 

8 (Fig. 33) ein negatives Trigondodeka6der — 

Durch Messung wurden folgende Winkel ermittelt (s. Fig 33) : 
at, =29n7' an =32» 9' 

at„ = 64« r an, = 800 22' 

at =77014' on„ = 73« 8' 

Ausserdem ist durch Messung ermittelt worden, dass 1 in 
den Zonen ao und nlo' 

dass femer s,, in den Zonen oa,, und at und 
dass h in den Zonen s,h und at liegt. 

Berechnung von t. 

Die Indices von t seien — 1, daim sind 

n m 

die Indices von t. : — 1 — 

m n 

Die Gleichung von t ist: n cos a,t = m cos at = cos a,,t 

Die Gleichung von t,ist: mcos a,t, = cos at, = n cos a,,t. 

Aus der zweiten Gleichung folgt n = ^ 

cos a„ u. 
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Man nehme ein HexakisoktaSder zur Hand und vergleiche 

« 

die Lage der drei riächen t t, und t„ so bemerkt man sofort, 
dass a„t, = at„ ist, folglich ist 

n :^ ^ = 1 991 = 2 annähernd. 

cos at,, 

cos a t 

Aus der ersten der obigen Gleichungen folgt m = ^ 

cos a u 

Mit Hilfe eines Hexakisoktaöders findet man wieder a,, t = a t, 

mithin ist 

m 3^ L := 3,947 = 4 annähernd. 

cos at 



Mithin ist 



.=+411 



Nun kann man leicht finden, dass die Flächen a t, t (Fig. 33) 
tautozonal sind. 

Berechnung von n. 
Die Indices von n seien — 1 



n m 

Die Gleichung von n ist: n cos a,n = cos an = m cos a,,n 
Aus dieser Gleichung folgt: 

m = . Da aber a.,n = an, ist, so folsct 

cosa„n '' ' ' ^ 

m = = 5,06 = 5 annähernd. 

cos an. 

Nun hat man, um n zu finden, zunächst das Dreieck 
on„a„ zu berechnen. In diesem Dreieck kennt man 

on„ = 73« 8' und oa„ = 54 <> 44' und a„n„ = an = 32« 9' 
Mithin ergibt sich 

oa„n„ = 117^3' und folgHch n„a„a = 17H7' 

Aus dem sphärischen Dreieck an„a„ folgt nun: 

an„ = 59033'30'' = a,n 

Aus der obigen Gleichung folgt 

cos an cos an ^ ^_^ 

n = = = 1,671 

cos a, n cos a n,. 
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Verwandelt man 1,671 in einen Kettenbruch, so erhält 

5 
man als zweiten Näherungswerth — . Mithin ist die Ableitungs- 

ö 

zahl n = -Q- und 
o 

504 

Die anderen Flächen 1 s und h ergeben sich aus den oben 
angegebenen Zonen vermöge der Gl. 5, S. 9. Man findet: 



1 = + 



2 



2O2 

s = 3— und 

4O2 

h = — 



4 

Berechnet man mit Hilfe der Gl. 2, S. 4 oder der Gl. 16, 
S. 26 aus den gefundenen Indices die beobachteten Winkel und 
stellt die Resultate gegenüber, so ergibt sich: 

Beobachtet: Berechnet: ^'^"^"LTÄung:'"""' 

at, =29017' 290 12' + 5' 

at„ = 64' 1' 640 7/ _ ß' 

at =77014' 77024' — 10' 

an =320 9' 32019' _ 10' 

an, = 800 22' 8O0I6' +6' 

on„=730 8' 72058'30" +9^' 

Die Combination weist folgende Gestalten auf: 

^ , 40» , , 5O4- 4O» 

QoOoo . + -j- 1 . + — ^— r . ^- r . - Y 

a . t . n . h . o 

(100). xrt(214). xit (351) . xw (2T4) .x(lTl) 

. sOs «0» 

• + 



2 2 

1 . 8 

. X (311) . x(2Tl) 



Tetragonales Krystallsystem. 



Berechnung der einfachen Gestalten. 

§. 10. 
Berechnung der ditetragonalen Pyramiden. 

Die Austrittspunkte der Axen sind durch x, y und z be- 
zeichnet. 

Die Polkante, die den Endpunkt der x-Axe mit dem End- 
punkt der z-Axe verbindet, nennen wir Z, die darauffolgende 
Polkante Y und die Randkante X (s. Fig. 34 a). 



Fig. Bi. 





In der Fig. 34 sei e die Projection der ditetragonalen 
Pyramidenfläche 



— 87 — 

1 und d die der Fläche — 1 — 

n m n m 

Die Gleichung der Fläche e ist 

cos ex = n cos ey = mc cos ez 

Wir haben nun cos ex, cos ey und cos ez zu ermitteln. 

a) Gegeben Z und Y, gesucht die Indices der Fläche e. 

Z Y 

Es ist ef = 90 — — und e h = 90 — 4" 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck efz folgt 

sin f e = sin a sin ze 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ehz folgt 

sin eh = sin (45 — a) sin ze 

Aus beiden Gleichungen folgt durch Division 

sin (45 — ot) __ cos — Y 

sin a "" cos 4- Z 
und daraus 

cos 4- Y 



ctg a — 1 = 



cos 4- Z cos 45 



2 

Aus dem sphärischen Dreieck exz folgt 

cos ex = sin ez cos a 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck efz folgt 

sin ef 



sm ez = 



sm a 



Aus beiden Gleichungen folgt 

sin ef . /. . 1 rr . 

cos ex = — r-^ — cos a = sm ef . ctg a = cos -5- Z ctff a. 
sm a ° 20 

Da ey = 90 — ef = -3- ist, so folgt 

cos e X cos -7 Z ctg a 

n = = r-— = ctff a 

cosey COS-5-Z ® 

Mithin ist 

cos 4- Y 



n — 1 = 



cos -f Z cos 45 
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Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck exf folgt 

cos ex = cos fx sin 4" Z 

Setzt man in diese Gleichung den für cos ex oben ge- 
fundenen Werth cos 4" Z ctg a so ergibt sich 

cos -y- Z ctg a = cos f X sin — Z 
woraus 

cos f X = ctg -5- Z . ctg OL = ctg 4" Z . n 



Da mc = 



cos ex 
cos ez 



cos f X sin -r- Z cos f x 



= : r— — = — : — T- = Ctff f X SO 

cosfzsm-fZ sm tx 
hat man, um m und n zu finden, folgende Gleichungen zu berechnen 

cos4-Y 
1) n — 1 = 



cos 4" Z cos 45 



cos f X = n ctg4- Z mc = ctg f x 



Flg. 36. 



b) Gegeben X und Z, gesucht die Indices der Fläche e. 

In der Fig. S5 repräsentirt 
e wieder die ditetragonale Py- 
ramidenfläche 1 und es 

n m 

ist ed = 90 — 4- Z und ef = 
90 — ^X, Die Gleichung der 
Fläche e ist 

cos ex = n cos ey= mccosez 

Aus dem rechtwinkligen 

sphärischen Dreieck e d z folgt 

cos ez = cos zd cos de 
oder 

cos ez = cos zd sin 4- Z 




= sin dx sin 4" Z 



oder da ez = 90 — ef = 4- X ist: 



cos — X 

sm dx = — — p— 

sm — Z 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck exd folgt 

cos ex = cos dx sin ^ Z 
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2 

Da ey = 90 — ed = -^ ist, so folgt 

cos ex cos dx sin 4" Z , y r, j 

n = = j— = tff -«- Z cos d X 

cos ey cos-f Z ^ ' 

cos ex cos dx sin -ö- Z cos dx . . 

m c = = ; — = -: — =— = cte d x 

cos ez sindx.sin-fZ sm dx 

Um daher m und n zu finden, hat man folgende Gleichungen 
zu berechnen 

cos -7- X 1 

2) sin dx = -: — p- — n = tg — Z cos dx mc = ctg dx 

sm -7- Z 

c) Gegeben X und Y, gesucht die Indices der Fläche e. 
In der Fig. 35 sei ef = 90 — ^-X und el = 90 — -J 

Aus dem rechtwinklig sphärischen Dreieck ezl folgt 

sin e 1 = sin a sin e z 
woraus 

cos ~ Y 

sm OL = -. 

sm "Y A 

Aus dem sphärischen Dreieck exz folgt 

cos ex = sin ez cos (45 — a) 

Aus dem sphärischen Dreieck eyz folgt 

cos ey = sin ez cos (45 -j- a) 
oder 

cos ex = sin -^ X cos (45 — a) 

cos ey = sin 4" X cos (45 -|" ^) 

Die Gleichung von e ist cos ex = n cos ey = mc cos ez 

cos ex cos (45 — a) , /,- 1 \ 

n = = Yjz — i — 7 = tff (45 + a) 

cos ey cos (45 -j- a) ° ^ * ^ 

cosex sin -f X cos (45 — a) ^ ,^ ,,^ . 

mc = = r-— = tff -r X cos (45 — a) 

cos ez cos4-X ® ' ^ ^ 

Um daher m und n zu finden, hat man folgende Gleichungen 
zu berechnen 



i. i ' ' 



~ 90 — 

f . cos-fY 

3) ( sin-5-X 

( n = tg(45 + a) mc = tg-j-X sin (45 + a) 

Beispiel: Am Idokras ist Y = 146» 20', X = 80» 41' und 
c = 0,537. 

lg cos 4- Y = 9,4618 lg n = lg tg (45 + a) = 0,4775 

E Igsin 4- X = 0,1889 n = 3 

lg sin a = 9,6507 lg tg 4- X = 9,9291 

a = 26^35' lg sin (45 + a) = 9,9772 

45 + a = 7P35' Igmc^T^Öei 

mc = 0,806 
0,806 0,806 3 



m = 



0,537 2 



Die Indices der ditetragonalen Pyramidenfläche e sind 

1 2 
daher 1 — — oder 3 12, die Formel der ditetragonalen Pyra- 

mide ist 4" P^ 



Berechnung der Protopyramiden mP. 

Die zur Berechnung der Protopyramiden dienenden Glei- 
chungen können wir aus den im Vorhergehenden ent- 
wickelten Gleichungen erhalten, wenn wir Y= 180, folglich 

Y 

-i. = 90o setzen. 

a) Gegeben die Polkante Z. 

Setzen wir in den Gl. 1, S. 88 für ^ den Werth 90«, so 
erhalten wir n = 1 und 

1) cos f X = ctg 4" Z m c = ctg f X 
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b) Gegeben die Randkante X. 



Setzen wir in den Gl. 3, S. 90 -q" = 90, so erhalten wir 



a = und 



2) mc = tg-5-X.sin45 



Berechnung der Denteropyramiden mPoo. 

Der Polkantenwinkel wird jetzt durch Y, der Randkanten- 
winkel durch X bezeichnet. 

a) Gegeben Y, gesucht die Indices der Fläche e. 

In der Fig. 36 sei e die Projection der Denteropyramiden- 

fläche 10 — oder m 1 
m 



Fig. 86. 



Flg. 86 a. 





Die Gleichung der Fläche e ist 

cos ex = mc cos ez 
woraus 



mc = 



cos ex 



sm ez 



= tg ez 



cos ez cos ez 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck efz in welchem 

ef = 90 — -J- und < ezf = 45» ist, folgt 



sm ez = 



cos-fY 
sin 45 
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Um daher m zu finden, berechne man 

cos4-Y 
1) sin ez = — : — 77— mc = tgez. 

^ sm 45 ^ 

Es sei z. B. ^ = 50<>54' und c = 0,98525. 

lg cos -T Y = 9,7997 lg tg ez = 0,2944 

Elg sin 45 = 0,1505 Elg c = 0,0065 

lg sin ez = 9,9502 lg m = 0,3009 

ez = 63«5' m = 2 

Die Indices der Deuteropyramidenfläche e sind daher 10-^ 

oder 2 1. Die Formel der Deuteropyramide ist 2Poo 

b) Gegeben X. 

In der Fig. 36 ist ex = 90 — -^. Daher, da 

cos ex sin ez . , 

m c = = ist, 

cos ez cos ez 

2) mc = tg ez = ctg ex = tg -^ 



Berechnnng der ditetragonalen Prismen 00 Pn. 

Aus den Formeln, die für die ditetragonalen Pyramiden 
entwickelt worden sind, erhalten wir die für die ditetragonalen 
Prismen gültigen Gleichungen, indem wir dort X = 180® setzen. 

a) Gegeben Z. 

X 

Setzen wir in den Gl. 2, S. 89 -0- = 90, so ist sin dx = 0, 

mithin dx = 0, folglich 

1) n = tg i Z 

b) Gegeben Y. 

Setzen wir in den Gl. 3, S. 90 -^ = 90, so wird 

sin a = cos -f Y, mithin a = 90 j- Y und folglich : 

2) n = tg(135-f Y) 
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Berechnung der hemiedrischen Körper. 



§. 11. 

Berechnung der Skalenoeder JL 



mPn 



In der Fig. 37 repräsentirt e die tetragonale Skalenoäder- 

1 1 

fläche 1 . Die Gleichung der Fläche e ist 

n m 



woraus 



cos ex = n cos ey = mc cos ez 



n = 



cos ex 
cos ey 



Flg. 37. 



cos ex n cos ey 

mc = = — 

cos ez cos ez 





Wir haben drei Fälle zu unterscheiden. 

a) Gegeben X und Y, gesucht die Indices der Fläche e. 

Es sei in der Fig. 37 ex = 90 — ^ und eg = 90 — ^ 

Aus dem sphärischen Dreieck exz folgt 

d) cos e X = sin e z cos a 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ezg folgt 
sin e g = sin e z sin (45 — a) 
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Aus beiden Gleichungen erhält man durch Division 
sin (45 — a) _ cos -f Y 

cos a sin -f X 

und daraus folgt 

e) 1 — fg a = - — [— — ■ 

sm -^ Ä cos 45 

Aus dem Dreieck eyz folgt 

cos ey = sin ez cos {90 — a) = sin ez sin a oder ftlr sin 

den Werth aus der Gl. d substituirt: 

cos ex . ' X , 

cos ey = ^^^^ sin a = sm -g- (g a 

Kun ist 



cos ey sin -f X tg a 
Setzt man diesen Werth für ctg a in die Gl. e, so er- 
gibt sich 

, 1_ _ n — 1 _ cos-f Y 

n n sin -^ X cos 45 

Aus dem sphärischen Dreieck exf, in welchem fx = 45 
X 
■y 
ist, folgt 

cos ef ^ cos ex cos 45 — sin ex sin 45 sin a, 
oder 

Y 
<^«s-2 .X X . 

7=- ^ sin -TT cos -TT sin a, 

cos 45 2 2 ' 

Y 

cos-^- 

Setzt man fUr 77- den aus Gl. g folgenden Werth, so 

cos 45 00 

ergibt sich 

n — 1 .X .X X . 
sin -^ = sm -^ — t'Os — sin a, 



— 9l> -- 



n— 1 , X . 
=1 — ctsr -r JJWt 31. 



hl sin «, = 



<0l 



Nun ist 



mc = 



n cos ev n sin 4- X . Uj « 



cos ez cos ei 

Yennöge der GL f ist n tg a = 1» Aus dwu Dm^^k ^^»x 
folgt cos ez := sin ex cos ol. Dies substitnirt gibt 

sin -^ X sin 4- X , ,. l 



mc = 



sin ex cosa. 



, .. - =^ tg -J X . 

cos -5- A COS «^ COS «^ 



Setzt man für tg -J- X den aus Gl, h folgendon Wovth, äo 
eigibt sich 

mc = n . tg «^ 

Um m und n zu finden, hat man mithin ku boroolmon 
( n— 1 



a) 



n 



cos 4" Y 

sin -J- X . cos 45 



sina, = ltg4-X 



mc 



-■■ t'K ». 



n ^ " n 

b) Gegeben X und Z, gesucht die IndicuH der Flllcha t). 



In der Fig. 38 sei e die 
Projection der tetragonalen Ska- 

1 1 



yitf. an. 



leno6derfläche 1 



Die 



n m 
Gleichung der Fläche e ist: 

cos ex = n cos ey = m c cos e z 

Es sei in der Fig. 38: 

X 



and 



ex = 90 — 



ef=90 — 



2 
Z 




Ans dem rechtwinkligen «phärivrheu ht^'iMM ^fz fr/lgi 

nn ef =r nin Uh i- a) nin^z 
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Aus dem sphärischen Dreieck exz folgt 

cos e X = cos a . sin e z 

Durch Division beider Gleichungen ergibt sich: 

sin (45 + a) cos -y Z 



cos a sin 4- X 



und daraus folgt 



2 



d) 1 + tg a = -r—. 



cos 4- Z 



2 



sin — X cos 45 
Aus dem Dreieck eyz folgt 
cos ey = sin ez sin a 

cos e X 

cos ej = sin a = tff a cos e x 

*^ cos a ® 

. cos ex cos ex 1 

e) n = = 7 = 7 

cos ey tg OL cos ex tg a 

Setzt man diesen Werth für tg a in die Gl. d, so ergibt sich 



n sin -7- X cos 45 



Aus dem sphärischen Dreieck ehx, in welchem 
eh = 90 — ef = -^ und xh = 45 ist, folgt 

cos -^ = cos 45 cos e X -|- sin 45 sin e x sin a, 

woraus 

Z 
''''' 2 . X , X . 

j-r = sm "TT + cos "TT- Sm OL, 

cos 45 2 ' 2 

Z 

cos y 

Setzt man diesen Werth für ttt in Gl. f, so ergibt sich 

cos 45 ^ 

■ — sm -^ X = sm -T- X + cos -r- sin a, 

n ^ ^ ' . 2 

woraus 

tg4-X 



g) sina, = 



n 
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Nim ist 

n cos e j n tg a gin -r X 

mc= = i— : — 

cos ez cos -f A cos a. 

Da Termöge GL e:n%a=l ist, so folgt 



mc = 



cos a. 



Da Termöge GLg: ig-^X = n sin ol, isL so folgt 

mc = n tg a. 

Um daher m mid n za findea, hat man folgende Gleichmigen 

zu berechnen 

1 cos-^Z 

. , ' n sin -5- X cos 45 

tg — X 
sm a, = mc = ntg2^ 

c) Gegeben T and Z, gesacht die Indices der Fläch» e. 
In der Fig. 38 sei e die Projection der tetragcmalen Ska- 

lenoederfläche 1 . Die Gleichung der Fläche e ist alsdann: 

n m 

cos ex = n cos er = mc cos ez 

Aof der Linie zh zeichne man den Punkt k so, dass gek 

Y Z 

tautozonal sind. Dann ist efc= 90 und ef = 9U — 



2 2 

Aus dem sphärischen Dreieck egz folgt 

cos eg = sin ez sin ^ wenn ß = ezh ist. 
Aus dem sphärischen Dreieck ehz folgt 

cos eh = sin ez cos ß 
Durch Division folgt 

cos-^ Y 

cos -pZ 
Aus dem sphärischen Dreieck ejz folgt 

cos ey = sin ez cos (45 -f- ß) 
Aus dem sphärischen Dreieck exz folgt 
cos ex = »in ez co?? (45 — 'p) 
Ans beiden Gleichungen folgt durch Division 
cos ex CO» (45 — ß) . -^ . 

Henrich, Lctoinich dar XiyuUbewrlmiiT>c 7 



= tg e z sin (45 -|- ß 



Aus dem Bphärischen Dreieck ehk folgt 

coa eh = coa ek cos kh 

und daraaa ergibt sich 

cos -i- Z 

coa k h = -: — t-^^ 

sm -j- Y 

Nun ist 

n 003 ey n sinez cos (45 - 

inc = -■= 

cos ez cos ez 

oder 

m c = cos 45 tg ez cos ß (1 -|- tg ß) 

Aua dem rechtwinkligen apMrischen Dreieck ezk folgt 

coa ß ^ ctg ez tg zk = ctg ez ctg kh 

* Diea suhstituirt gibt 

m c = cos 45 . ctg kh (l -|- tg ß) 

Nun ist 

. 1+tgß 



1 = tg (45 + ß) = 

n+1. 



1-tgß 



3 (1 — tg ß) cos 45 ctg kh = 



ctg kh 




n+1 cos 45 


Um ilaher m und n zu 


finden, hat man folgende Glei 


ehiHigen zu berechnen: 




C084-Y 


E = tg(46 + B, 


1 ctglil» 
""" n + 1 eo,45 



Bereehnnng der Sphenoide —^. 

a) Gegeben X, gesucht m. 

Y 
Setzen wir in den Gl. 1, S. 95 -p- = 90, so ergibt sicli 

1) sin a = tg -|-X mc = tg a 

b) Gegeben Z, gesucht m. 

Y 
Setzen wir in den Gl. 3, S. 98 -5- = 90, so ei^bt sich 

2) mc = ctg 4 Z . cos 45 



§. 12. 
Berechnang compUcirter CombinatioDeii. 

Erstes Beispiel (Zinnstein) '). 

Die Fig. 39 a gibt eine parallelperspectivische Abbildung, 
die Fig. 39 eine stereographische Projection derjenigen Flächen, 
die sich nicht unmittelbar aus dem Zonenrerband ergeben. 





') Vergl. Naumann, Lebrbach der rt 
graphle, 1830, Bd. 1, S. 340, Fig. 348. 



D und angewandteo KrvaUllo- 
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Wir wäiilen s zur Grundgestalt. 
Eine allgemeine Bestimmung lehrt, dass 
8 die Protopyramide P 
k eine Pyramide mP 
g das Prisma ooP 
P und q Deuteropyramiden mPoo 
n das Deuteroprisma ooPoo 
e und z ditetragonale Pyramiden mPn 
r ein ditetragonales Prisma ooPn 
Man kennt den Winkel Z der Polkante der Pyramide s. 
Er ist = 121^40'. Man kennt femer die beiden Polkanten der 
Pyramide z und zwar 

Y=159«5' und Z = llSnO' 
Femer kennt man die Winkel n : r = 146^9' (Fig. 39a) 

und P:e = 169^30' 
Aus den 61. 1, S. 90: cos fx = ctg-j-Z, m c = ctg f x 
folgt für die Protopyramide, in welcher m = 1 ist, 

c = 0,6721 

Berechnung von z. 

Aus den Gl. 1, S. 88: 

cos 4^ Y 1 

n — 1 = p- — cos f X = n ctg -=- Z m c = ctg f x 

cos Y Z cos 45 

folgt 

m = 3,03 = 3 annähernd und n — 1 =0,4997 = 0,5 annähernd, 

mithin n = -|-, folglich ist 
z = sP-f oder (3 2 1) 

Berechnung von P. 

P ergibt sich aus der Zone sPs, (Fig. 39) 

P = P 00 oder (101) 

Berechnung von e. 
Erste Methode, e liegt in der Zone seP (Fig. 39 imd 

Fiff. 39 a). Die Indices von e seien 1 , so muss, weil 

^ ^ n m 



t» • 






• •^.» \ 
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es in der Zone seP liegt, vermöge der Zonengleichung sein: 

m = 1. Die Indices von e sind mithin: 1 — 1. Die Gleichung 

von e ist: 

cos en = n cos en'= c cos en" 

cos en cos en 



n = r = . T. (Fig. 39). 

cos en smPe ^ ° ^ 



Die Indices von P sind 101, folglich ist die Gleichung 
von P: 

cos Pn = c cos Pn" = c sin P n (Fig. 39) 

ctg Pn = c. Daraus folgt 

Pn = 5605'80" 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck Pen folgt: 

cos en = cos Pn cos Pe, mithin 

cosPn cosPe ^ , ^ 

n = ; — =5 = cos P n ctg P e 

sm P e ^ 

« 

n = 8,018 = 8 annähernd. 

Mithin ist 

e = Ps oder (3 1 3) 

Zweite Methode. Setzt man in der Gl. 15, S. 26 für 

hkl die Indices von e : 1 — 1 und für h'k'l' die Indices von 

n 

P: 101, so erhält man 

cos P e = , =, woraus ctff P e = — 

Vn* (1 + c^ + c« ^ c 

und hieraus 

c ctg Pe 

n= , ^ 

VC« -h 1 
Berechnung von r. 

Die Indices von r seien : 1 — o , so ist die Gleichung 
von r: 
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cos rn = n cos rn' = n sin rn (Fig. 39), woraus 

3 
n = ctg r n = 1,501 = -^ annähernd. 

Mithin ist 

r = ooP^ oder (3 20) 

Berechnung von k. 

k liegt in der Zone zkz (Fig. 39a). Daher ergibt sich 
vermöge der Zonengleichung 4: 

k = iP 

Berechnung von q. 

q liegt in der Zone qzk (Fig. 39a). Daher findet sich 

vermöge der Zonengleichung 4: 

q = sPoo . 

Die Combination weist mithin folgende Formen auf: 
ooP . ooP-i . ooPoo .sPt . P . Pqo . sPqo 

g. r.n.z.s.P.q 
(110). (320). (100) .(321). (111). (101). (501) 

k . e 
. (552). (313) 

Zweites Beispiel (Kupferkies von Ramberg bei Daaden) '). 

Die Fig. 40 a gibt eine parallelperspectivische, die Fig. 40 
eine stereographische Projection des Kupferkieses von Ramberg. 

Eine allgemeine Bestimmung lehrt, dass, wenn wir S zur 
Grundform wählen, 

a das basische Pinakoid oP 

p 

S das Sphenoid -f- -^ 

s' das Sphenoid - f 



*) Vergl. Sadebeck, üeber die Krystallformen des Kupferkieses. 
Zeitschr. der deutschen geolog. Gesellsch. 1868, Taf. 14, Fig. 18; vergl. 
auch Klein, Einleitung in die Krystallberechnung, Stuttgart 1876, S. 178, 
Taf. V, Fig. 5. 
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c eine Deuteropyramide mPoo 
y ein SkalenoSder -| ^ — 



Fig. 40. 



Fig. 40 a. 





Bekannt ist der Randkantenwinkel X von Ss' (Fig. 40 a). 
Er ist =108 MO' 
c:y = 166«50' (Tig. 40 a). 

Um das Axenverhältniss zu finden, setzen wir in Gl. 2, 

S. 91 für m den Werth 1 und für X den Werth 108« 40' und 

erhalten 

c = 0,9853 

Bestimmung von c. 

c liegt in der Zone Scs' (Fig. 40). Folglich ergibt sich 
vermöge der Zonengleichung 4: 

c = P 00 oder (1 1) 

Bestimmung von y. 

Die Indices von y seien 1 . Weil y in der Zone Syc 

•^ n m "^ "^ 

(Fig. 40) liegt, muss vermöge der Zonengleichung m = 1 sein. 
Die Indices von y sind mithin 1 — 1. Die Gleichung von y ist: 

cos ya"= n cos ya' = c cos ya 

cos ya" cos ya" 

jj -— i — — - — . — t 

cos ya' sin cy 
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Die Gleichung von c ist cos ca,, = c cos ca = c sin ca 
woraus ctg c a,, = c und hieraus 



ca,,= 45^25' 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck cya" folgt 
cos ya„ = cos cy cos ca,, mithin 

n = ctg c y cos c a,, = 3. Daher 

y = +^ oder x (313) 

Die Combination weist mithin auf: 

+ T . - y . oP . Poo . + — 

S . s' . a . c . y 

X (1 1 1) . X (1 II) . (001) . (101). X (3 1 3) 

Drittes Beispiel (Scheelit) ^). 

Fig. 41a repräsentirt eine Combination des Scheelits; 
Fig. 41 ist die stereographische Projection, soweit sie zur Be- 
rechnung nothwendig ist. An den horizontalen Randkanten 



Fig. 41. 



Fig. 41a. 





sehen wir, dass nur Pyramiden vorliegen. Wir wählen p zur 
Grundform, dann ist 



*) Levy, Descr. d'une collection etc., 1838, T. III, p. 369, PI. 80, Fig. 4. 
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p die Pyramide P 

n eine Deuteropyramide mPoo 

a eine Tritopyramide — ^ — y 

g eine Tritopyramide — ^ 

Bekannt sind die Winkel n :n'= 130<>33' (Fig. 41 a) 
a : n = 15P39' g : n = 162H& (Fig. 41a) 

Berechnung von n. 

Die Fläche n liegt in der Zone npn' (Fig. 41), daher er- 
geben sich die Indices von n vermöge der Ql. 4, S. 8: 2 1. 

Mithin 

n = aPoo oder (201) 

X 

Aus Gl. 2, Seite 92 : an c = tg -jr- folgt nun 

^ X ^ 130^33' 
tg^ tg 2— 

c = ^ = ^ = 1,0858 

m 2 

Berechnung von a. 
Erste Methode. Die Fläche a liegt in der Zone anp^ 

(Fig. 41). Sind die Indices von a: 1 , so findet man ver- 

möge der Zonengleichung n = —. Die Indices von a sind 

.., . - m — 2 1 

mithin 1 . 

m m 

Die Gleichung von a ist 

m 

cos ax = rr- cos ay = mc cos az woraus 

m — 2 -^ 

m — 2 ___ cos ay 

m ~~ cos ax 

Die Gleichung von n ist — cos nx = c cos nz woraus 
(8. Fig. 41) 

ctg nz = -^ — , mithin nz ^ 65*17' 
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Aus dem sphärischen Dreieck nzb folgt (Fig. 41) 

cos nb = sin nz cos 45 

nb = 50«2', mithin ab = nb - na = 21«41' 

Aus den sphärischen Dreiecken abx und abj folgt 

cos ax = cos ab cos 45 + sin ab sin 45 cos abx 
cos ay = cos ab cos 45 -f- sin a b sin 45 cos aby 
cos ay = cos ab cos 45 — sin ab sin 45 cos abx 

Nun ist abx = b,p, mithin folgt durch Division: 

cos ay 1 — tg ab cos b,p, __ m — 2 

cos ax 1 -[- tg ab cos b,p, ~~ m 

Um b,p, zu finden, wenden wir die GL 15, S. 26 an 

ll'+c«(kk'+hhO 

cos b, P, = ; / 

'^ VP + c« (h^ + k«) \/r« + c« (h'« + k'*) 

indem wir ftlr p, die Indices 1 1 1 , ftlr b, die Indices 110 
setzen. Wir erhalten 

b,p, = 33ö4' 

Setzen wir nun in der obigen Gleichung 

tg ab cos b,p, = tg y so ist 

= tg (45 — y). Daraus ergibt sich 

?> = 18<»26' 

m = 4 folglich n = ^ = 2 

m — J 

Mithin ist 

= -^ 1 oder iü (4 2 1) 



a = 



Zweite Methode. Setzt man in die Gl. 15: 

ir+c2(kk'+hhO 



cos na = 



Vi« + c« (h^ + k2) v/r« + c« (h'« + k'«) 



1 1 

ftlr n die Indices 2 1, für a die Indices 1 ^ , so er- 

n 2n 

hält man 

n (4c« + 1) — 1 



cos n a = 



V4c« + 1 \/(n« + l)(4c« + l) — 2n 
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woraus 

cte n a = , 

* 2cV2(l + 2c*) 

woraus 



_ 1 + 2 c ct g na ^2(1 + 20«) _ „ 
^- 4c« + 1 -^ 

Berechnung von g. 

Erste Methode. Die Indices von ff seien: 1 — — 

" n m 

1 rt ^__ ^^ 
g liegt in der Zone ngp, mithin ist — = 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck gzp^ folgt 
cos gzp^ = ctg gz tg p^z und 
cos gz = cos gp, cos zp. 
Da zp, = 90 — b,p, undgp, =bp, — bg = 90 — (nb 4"gii) 
ist, so folgt 

gz = 59047' und gzp, == a = 26<>33' 

Die Indices von ff sind: 1 . Die Gleichung 

° mm 

von g ist daher 

m 
cos gx = r- cos gy = mc cos gz 

m — 2 __ cos gy __ cos gv 
m cos gx cos gx 

Aus den rechtwinkligen sphärischen Dreiecken gxz' und 
gvz' folgt, wenn b,zz' = a ist, 
cos gv = cos gz' cos (45 -f" ^) 
cos gx = cos gz' cos (45 — a) 
hieraus 

cosgy ^ C08(45 + «) ^ «i^g^-«) 3 ^ 1 

COS gx cos (45 — a) cos (45 — a) ® ^ ^ 3 

Mithin 

— ^^ = ~, folglich rn = — und n = 3 

— Ps 1 
g = -^4— - oder n (312) 
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Zweite Methode. Setzt man in die Oleichung 

COS en = ,-. — ,_ = 

* v/p + c» (h» + k*) Vi" + c« (h' + k'*) 

T Tl —I— 1 

für ff die Indices 1 '^ — und für n die Indices 201, so 

^ n 2n 

erhält man: 

n (4c« + 1) + 1 



cos gn = 



V(4 c« + 1) v/(n* + 1) (4c2 + 1) + 2n 
woraus 



n(4c«+l) + l 

ctff ff n = — , 

** 2c\/2(l +2c2) 



und hieraus 



_ 2cN/2 (1 + 2c') . ctggn- 1 _ 
'^"" 4c» + l " 

Die Combination weist mithin auf: 



3 



P . 2P0O 



^P2 r -f Ps 1 



2 1 2 r 

p . n . a • g 

(111) . (201) . iü(421) .iü(3r2) 

Aufgabe. Entwickele die Combination, wenn n zur Grund- 
pyramide gewählt wird. 

Resultat: 

^ ^ sPs r P2 1 

P . P 00 . ; . -— 

2 1 2 r 
n . p . a . g 

Viertes Beispiel (Anatas vom Binnenthal) ^). 

Die Fig. 42 a repräsentirt eine Combination des Anatas 
vom Binnenthal. Die Fig. 42 gibt eine stereographische Pro- 
jection der Flächen, die durch Rechnung gefunden werden 
müssen. Lassen wir die Nebenaxe durch a gehen und gehen 
von e als P 00 aus, so ist (Fig. 42 a) 



*) Vergl. die Mittheilungen von Klein im Jahrb. für Mineralogie, 
1875, S. 337, Taf. XI, Fig. 4 und auch Einleitung in die Krystallberech- 
nung von Klein, Stuttgart 1876, S. 174, Taf. 5, Fig. 3. 
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e die Deuteropyramide Poo 

a das Deuteroprisma ooPoo 
m das Prisma ooP 

d, f, p, h, k und v sind Pyramiden mP 
n ist eine ditetragonale Pyramide mPn 



Fig. 48. 



Flg. 42 a. 




Bekannt ist der Randkantenwinkel von e : 121^16' (Fig. 42 a). 

Bekannt sind femer die Winkel 

m : d = 172« 26' m : k = 14P 29' 

m : f = 118<> 45' m : z = 129« 57' 

m:p= 158M8' v:e = 132« 3' 

Aus Gl. 2, S. 92 folgt für m = 1 der Werth c = tg y . 

Da X = 121«16' ist, so folgt 

c = 1,7771 

Bestimmung der Pyramide p. 

Die Indices von p seien mml, so ist die Gleichimg von p 

cos p a cos p a, 

— = ^— ^ = c cos p a,. 

m m 

woraus, da p a = p a, ist, folgt 



m = 



cos pa 
c cos pa,. 



i 
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Nun folgt (s. Fig. 42) aus dem Dreieck pma: 

cos p a = cos p m cos 45 
mithin, da p a„ = 90 — p m ist, 

ctg p m cos 45 

m = = 

c 

Nun ist pm = 180 — p : m = 21^42'. Setzt man diesen 

Werth in die vorstehende Gleichung, so erhält man m=l, 
mithin ist 

p = P oder (111) 

Dieselbe Gleichung dient auch zur Berechnung der Pyra- 
miden d, f, h, k. Man findet 

d = 3P oder (3 31) h = -j- P oder (1 1 2) 

f=2P oder (221) k = 4-P oder (113) 

Nun ergibt sich auch vermöge der Zonengleichung, dass 
die Flächen pep' (Fig. 42 a) tautozonal sind. 

Vermöge der Gl. 15, S. 26 erhält man ebenfalls 

ctg pm cos 45 

m = = 

c 

Berechnung von v (s. Fig. 42). 

Erste Methode. Um v zu berechnen, müssen wir zu- 
nächst aus der Gleichung von e : 

cos e a = c cos e a,, oder sin e a„ = c cos e a,, oder tg e a„ = c 
den Winkel ea,, berechnen. Wir finden 

e a„ = 60« 30' 30" 

Die Indices von v seien mm 1, so ist die Gleichung von v 

cos va 



= c cos V a„ 



m 
mithin 

cos va 



m = 



c cos V a,. 



Aus dem sphärischen Dreieck eva,^ folgt 
cos ev = cos ea„ cos a„v -|- sin ea,, sin a„v cos 45 



so ist 

bi sia (= — tO = '■ - 

Ans dem Dreief^k «t»^ «igil*» sk-h ««s v« — sitt va.. ^^Vl 1^ 

COS 4^ 
c) m = tgT«„. 

Da ye = ISO — v : e = 47* ;>T' isK so pi^ht si.1 
T = 38« 39* und t »„ - IS»» ,-W 
fot^ch m = 0,1413 = -=- ann&herud. Es ist tV)l)ilit<h 
T = xP oder (1 »7). 
Zweite Methode. Setzt man in Gl. If), !i). 'M \\u li k I 
die Indices von r: mm 1 und ftlr li'k'l* die Imlu'C" ^«is i- 
1 1, so eiiüdt man, wenn qt = w ge!)i.'tKt winl, 

~ mo»+ 1 
coa w = . — 

Vc'+ 1 V2m"c» ■( l 
Daraus folgt 

-l-y/c* +1 eoB w = ,.- .. -■■ -|- 

V'am»c'4 l VÜm'o" 1 
Setzt man 

1 . , mc' (• 

-; ■ = ^ = cos a, BO iwt -; , mn ■> 

V'2m»c» + 1 \/2in"c»-) 1 V^U 

mithin 
Vc' + lc 



Ana CO« a = — - -- - Uilat iui m « V'ü 

V2m't'-f 1 

Hitfaia bat mui zur B«MtiinmuiiK vm v f'«lt(»ti'l' 'iltix 
chungen der Beihe oach zu l*'^<»;)iii<'ri; 



n m 
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ctff3 = -7=- 8in(a-f ß) = Vc* + 1 cosw m = ^ ,_ 

* V2 ' "^^ cV2 

Das sind, wie leicht einzusehen, genau dieselben Glei- 
chungen, die oben gefunden wurden. 

Berechnung von n (s. Fig. 42a). 
n liegt in den Zonen enm und nfn', folglich ergibt sich 

vermöge der Gl. 5, S. 9, wenn die Indices von n durch 1 

bezeichnet werden 

5 , 5 

n = -g- und m = Y 

n = ^P4- oder (532) 

Die Combination weist mithin auf: 

Poo . ooP . ooPoo . sP . »P 

e . m . a . d . f 

(10"l) . (iTo) . (100) . (331) . (221) 
P -Lp -Lp -Lp _Lp_L 

p . h . k . V . n 
. (111) . (112) . (113) . (117) . (532) 



Hexagonales System. 

§. 14. 
Berechnung der dihexagonalen Pyramiden mPn. 

Zur Berechnung der hexagonalen Formen wählen wir drei 
ungleich grosse auf einander senkrechte Axen (nach dem Vor- 
gange von Schrauf) ^). In der Fig. 43 repräsentire de = 1 die 



A. Schrauf, Lehrbuch der Krystallographie und Mineral-Morpho- 
logie. Wien 1866. 
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Grosse md Rkhhmg der X-Ä». df r^|vrS$^uliv^ ^i»^ VUcbt^ 
der hexagonaleii GnmdpTT^umde. Wir v^rt^Ui^ru df W »uu^ 
Schnittpunkte h mit en und nehmen eh äIv< OrCV^:!^^^ dor Y*s\m\ 
Die Z-Axe stehe auf der 
Ebene der beiden Axen X fi« 4»s 

imd Y senkrecht; ihre Gr^e 
sei c (in der Fig. 43 wird 
sie durch den Punkt e da]> 
gestellt). Wir haben zunächst 
die Parameter der Grund- 
pyramide, alsdann die Para- 
meter und Indices irgend 
einer Fläche der dihexago- 
nalen Pyramide zu finden. 

Die Fläche df der Grundpyramido Ncbnoidoi dio Y-Am» im 
Punkte h, die X-Axe im Punkte d. Auh doin rtu'htwinkÜMlt'M 

ebenen Dreieck deh folgt tg (K) -" - . -: nh, iniiliiii 

eh=Vir 

Das Parameterverhältniss der örundpyrainirln mhr ihm Vnr- 
haltniss der Axenlängen ist mithin 

1 : ViT: c 

dp repräsentire eine dihexagonale VyriiuMmi\iU'}w^ wt'UUt* 
die X-Axe im Punkte d, mithin in dar Kuii't^runn^ 1 vom 
Mittelpunkte schneide. Die Y-Axe wird von ihr im VnukUt v 
geschnitten und es trefft nich« wie groMM iitt it v, UUt Vl'A^.in* fl|/ 
schneidet die Linie ef im Purikti; g und ^r« kt-i irg u <'). 
In dem ebenen Dreieck ged Uf^uttttn wir äif. H^^iiM g<r th 
de=l und ^deg = M)^ Wir V'^um-u tut^Snu dt-tt \S'u.\e*i 
edg berechnen. Die IW;hMirjg ^rgiU VMt/^Uni 4iM 0^,/r,'w,{/ 

tg Te d g - ^/ff - ' . 






I. 



Dann« Mzi 



*5f <: *; ^ - *^J */' 












* / '/ 
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§ 

oder 

tgedg — V8 __ n — 1 ^^ 
1+V3". tgedg n+ 1 ' ' 

Daraus erhält man nach einigen leichten Reductionen 

Aus dem Dreieck edy folgt 

. , ev ev 

mithin 1) ev = 



2 — n 

Aus dieser Gleichung folgt flir n = 1 der Werth ^3. Für 
n = 1 geht aber, wie die Fig. 19 zeigt, ev in eh über und 

oben wurde schon für e h der Werth V 3 gefunden. Verlängert 
man pf bis zum Schnittpunkt s mit der Linie ek, so ergibt sich 

aus den ähnlichen Dreiecken dfl und sei sogleich es = ^ 

Nehmen wir noch an, die dihexagonale Pyramidenfläche dp 
schneide die Z-Axe in mc, so ist das Parameterverhältniss der 
dihexagonalen Pyramidenfläche d p in Bezug auf die angenom- 
menen 3 Axen _ 

, nV3 

1 : -^ : mc 

2 — n 

Die Parameterverhältnisse der Flächen pf und fw (w zwi- 
schen u und h ist nicht gezeichnet) ergeben sich in analoger 

Weise. Für pf ist das Verhältniss n : 7; r : mc, für wf 

2n — 1 

n n v/3 

ist es r : — r^ : mc 

n — 1 n4- 1 

2 n 1 

Die Indices der Fläche d p sind mithin 1 . Die 

n m 

der Fläche pf . Die der Fläche fw 

n n m n n m 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Berechnung 

der dihexagonalen Pyramide über. Die Austrittspunkte der Axen 

sind in Fig. 44 a durch x, y, z bezeichnet. 
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Den Winkel der Polkante, welche den Endpunkt der 
Z-Aie mit dem Endpunkt der X-Axe verbindet, bezeidmen 
wir durch Z; den anderen Polkantenwinkel durch Y und den 
Randkanten winkel durch X. 

a) Gegeben Z und Y, gesucht die Indices der Fläche e. 
In den Fig. 44 und 44 a repräsentire e die dibexiigonale 

Pyramidenfläche, deren Indices 1 — ^^— — sind. 




Die Gleichung dieser Fläche ist 

2) cos ex = -n coa ey = mc cos ez 



hzf=30" 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ehz lolgt 

sin eh ^ sin ez sin a 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ezf l'ulgt 

sin ef = sin ez sin (30 — a) 
Aus beiden Gleichungen folgt durch Division 
sin (30 — a) cos 4" Y 



cos -j- Z 



und daraus ergibt sich leicht: 

d) ctg a — v'ä: 



J 
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Aus dem sphärischen Dreieck exz folgt 

cos e X = sin e z cos a 

Aus dem sphärischen Dreieck eyz folgt 

cos ey = sin ez sin a 

Aus beiden Gleichungen folgt durch Division: 

cos ex 



cos ey 
Nach GL 2 ist aber 



= ctga 



cos ex nV3 



cos ey 2 — n 
Mithin ist _ 

, . nVä 

e) ctg a = — 

^ ® 2 — n 

Aus dieser Gleichung folgt leicht 

2 ctg OL 

^ ~ ctg a + Vä 
und daraus folgt 

ctg a — v/3 

n 1 = pr 

ctg a + v/3 

2>/3 

2 — n = -r= 

ctg a -f v/3 
Durch Division folgt 

2 — n _ 2 v/3 

n — 1 ~ ctg a — v/3 
Vermöge Gl. d folgt hieraus: 

2 _ n v/3 cos -f Z tg 60 cos -f Z 



f) 



n — 1 cos -f Y cos ^ Y 



Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ehz folgt 

sin zh = ctg a ctg 4" Z 
und daraus, vermöge Gl. e: 

nv/3 
2 — n 
und da hx = 90 — zh ist 

n V3 , i rr n tg 60 1 ^ 

g) cos hx = YZT^ ^^S tZ = 2 1 n ^^S T^ 



sinzh = ^f^^ctg^Z 






Auf Maäar ri?t.«-axziC^!i Xiicr 

•»•vi, -» *■ 






=^ Äs" 



ÄC -^ CC5C ii\ 

\ = ^^ 

3j ' n — 1 ixv^ ,- Y 

' cos hx = -3-^^ ctg -j / WC cl^' h \ 

BeispieL An der dihexagoixal^u )\muu\)o \)«V4 Hov\ \U ^^us) 
bekannt: 

Z = 134« 26' und Y = 167* 10^ mul 0,»^^^ 
lg tg 60 = 0,2386 n 

lg cos -f Z = 9,5880 *^2- n ' 

E lg cos ^ = 0,9517 *A 



lg 



2 — 


n 






n — 


1 


= 


0,7783 


2 - 


n 








4 


^^ 





n — 


1 




8 




n 


r= 


7 






Igct^hx •-■- O^fJOlTi 
K Ige: :0,;j()IO 

Ig in - 0,002ri 
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Die dihexagonale Pyramide sP-^ liegt vor. 

Die Indices der Fläche e in Bezug auf unsere 3 Axen sind 861. 

Die Indices in Bezug auf die gewöhnlichen 4 Axen sind 
(18 7 1). Der erste Index bezieht sich hier immer auf die links 
von der X-Axe liegende gewöhnliche Axe, der zweite auf die 
X-Axe, der dritte auf die rechts von der X-Axe liegende ge- 
wöhnliche Axe und der vierte auf die Hauptaxe. Die positiven 
Richtungen der genannten 3 gewöhnlichen Nebenaxen sind dem 
Beobachter zugewendet. 

b) Gegeben X und Z, gesucht die Indices der Füiche e. 

2 Yi i 

In der Fiff. 44 repräsentire e wieder die Fläche 1 

° ^ n m 

Die Gleichung dieser Fläche ist 

nVs 
cos ex = cos ey = mc cos ez 

2 — n •^ 

Z X 

Femer sei eh = 90 — und ek = 90 — 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ehz folgt 

cos ez = cos eh cos hz oder da ez = 90 — ek = -^ 

und hz = 90 — hx ist, 

cos — = sin -^ sin hx folglich sin hx = cos -^ : sin 



2 . « 2 ._ ^^ ..^ „.« ^^ ... 2 2 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ehx folgt 
cos ex = cos nx sm — 



Nun ist m c = 



cos hx sm -77- 
cos ex 2 



cos ez X 

cos -^ 



und aus der Gleichung 

X . Z 



cos — sm 

sinhx = ^ folgt 



Z X sin h X 

sm — cos — 

Dies substituirt in die letzte Gleichimg gibt 

mc = ctg hx 



i 
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Femer ist, da ey = 90 — eh = 4- Z ist: 

n V3 cos ex cos hx sin 4- Z , . _ 

— = cos hx tg -j-Z 



2 — n cos ey cos — Z 

Daher 

n cos hx tg 4 Z 1 __ 

r = 7=: = cos hx tff — Z ctff 60. 

2 — n v^3 ö 2 6 

Um daher m und n zu finden, hat man folgende Gleichun- 
gen zu berechnen: 

[ . , cos-^X 

I sm hx = — : — p— - mc = ctghx 

4) ' sm -7 Z 

— — — = cos hx tg -5- Z ctg 60 

Beispiel. An der dihexagonalen Pyramide des Berylls 
kennt man: 

X = 113<> 28' und Z = 161 M9' und c = 0,4999 

l^eosA-9 7392 lg ctg hx = 0,1751 

lg cos 2 -9,7d92 E Ige = 0,3010 

E lg sin i Z = 0,0055 ig ^ == 0,4761 

lg sin hx = 9,7447 m = 3 

hx = 33U5' 

lg cos hx = 9,9199 
lg tg -r Z = 0,7958 
lg ctg 60 = 9,7614 

lg 





n 




0,4771 


2 


— 


n 


2" 


n 


n 


3 






n = 


3 
2 



Es liegt die dihexagonale Pyramide sP-f vor. 

Die Indices der Pyramidenfläche e in Bezug auf unsere 

3 Axen sind: 1 -5- -q- oder 311. 

Die Indices in Bezug auf die gewöhnlichen 4 Axen sind 
(13 2 1). 
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c) Gegeben X und Y, gesucht die Indices der Fläche e. 
In der Fig. 44 sei wieder e die dihexagonale Pyramidenfläche 

. Die Gleichunff dieser Fläche ist 

n m ° 

nv^3 
cos ex = -^ cos ey = mc cos ez 

2 — n '^ 

Es sei ek = 90 — -J- und ef = 90 — ^ 



2 2 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck efz folgt 
sin ef = sin ez sin ezf und da ezf = 30 — a 

und ez = 90 — ek = -^ ist, 

Y X 

cos -^ = sin — sin (30 — a) 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck exk folgt 
cos ex = cos ek cos xk oder da xk = a ist, 

. X 

cos ex = sm -^ cos a 

Aus dem sphärischen Dreieck eyz folgt 

X 

cos ey = sin ez cos (90 — a) = sin ez sin a = sin -^ sin a 

Nun ist 

n V3 cos ex sin *- X cos a 

= = — : — i 1 = ctg a 

2 — n cos ey sin -g- X sin a 

Mithin 

— = — ,-- = ctg a . ctg 60 

2 — n v^3 ^ ^ 

Femer ist 

cos ex sin 4" X cos a j 

m c = = ;-— = tg -^ X . cos a 

cos ez cos -j- X 

Um daher m und n zu finden, hat man folgende Gleichun- 
gen zu berechnen: 

. sin (30 — a) = . f ^^ = ctg a . ctg 60 

5} ^ sm -j- X ^ — n 

m c = tg -5- X . cos a 
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BdqHd. An der düiexagonaJ^i Prnumide des Berrlk i$l 
bekannt: 

X = 90* 54' und T = 153* 1' und e = l\4iH>9 

Ig cos ^ T = 9,36S0 lg ctg a = OJIÖI 

E Ig sin 4^ X = 0,1471 ^ <^tg 60 = 9 J614 

Ig sin (30 — a) = 9,5151 lg ^-5— = 0.4775 

30 — a = 19« T •* ^ 

a= 10*53' _iL_=:3 



2 — 11 



3 



lg tg 4- X = 0,0068 

lg cos a = 9,9921 

E lg c = 0,3010 



lg m = 0,2999 
m = 2 

Die Pyramide hat die Formel %V\ 

Die Indices der Flache e in Bezug auf unsere 8 Axon 
sind 6 2 3, in Bezug auf die gewöhnlichen 4 Axen (2 6 4 8). 



Berechnung der hexagonalen Pyramide mP. 

Den Polkantenwinkel nennen wir Z, den Randkanten- 
winkel X. 

Setzen wir in den eben entwickelten Formeln Y = 180, 
so erhalten wir die zur Berechnung der hexagonalen Pyramide 
mP dienenden Gleichungen. 

a) Gegeben Z. 

Y 

Aus den GL 3, S. 117 folgt für -^ = 90 und n = 1 

1) cos hx = tg 60 ctg -^ mc = ctg hx 
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b) Gegeben X. 



Aus den Gl. 5, S. 120 folgt für -5- = 90 und n = 1 
tg a = ctg 60, mithin a = 30, folglich 

2) m c = tg -^ cos 30 



Berechnung der Denteropyramlde mPs. 

In der Fig. 45 repräsentire e die Deuteropyramidenfläche 

1 — . Die Gleichung dieser Fläche ist 

cos ex = mc cos ez 



Flg. 45. 





Es sei ef = 90 — 



Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck efz folgt 
sin ef = sin ez sin 30 



oder 



cos -r- = sin ez sin 30 = cos ex sin 30 



mithin 



cos ex :=: 



cos -2- Y 
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Nun ist 

cos ex cos ex 

m c = = —; = ctff e X 

cos ez sin ex ° 

a) Gegeben T, gesucht die Indices der Fläche e. 

Y 

1) cos ex = 2 cos -^ mc = ctg ex 

b) Gegeben X, gesucht die Indices der Fläche e. 

X ' 

2) mc = ctg ex = tg- - 



Berechnung der dihexagonalen Prismen ooPn. 

Die zur Berechnung der dihexagonalen Prismen dienenden 
Gleichungen erhält man, indem man in den oben entwickelten 
Formeln X = 180 setzt. 

a) Gegeben Z. 

Aus den Gl. 4, S. 119 folgt für -J = 90, hx = 



Mithin 



1) 2:^^ = tg-|ctg60 



b) Gegeben Y. 

X 

Aus den Gl. 5, S. 120 folgt für -5- = 90 zunächst 

Y Y 

sin (30 — a) = cos -^, woraus 80 — a = 90 ^, folglich 

Y 

a = ~ 60. Mithin 



2) 2^ = ctg(-|-60)ctg 



60 
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Rhomboedrisclie Hemiedrie. 



§. 14. 
Berechnniig der SkalenoSder 



mPn 



Die schärfere Polkante des hexagonalen SkalenoSders nennen 
wir Z, die stumpfere Y und die Handkante X. In der Fig. 46 

ist e die Projection der Skalenoederfläche 1 . Die 

Gleichung dieser Fläche ist 

nV^3 



n 



m 



1) cos ex = 



2— n 



cos ey = mc cos ez 



Fig. 46. 



Fig. 46 a. 





x^£ 



a) Gegeben X und Z, gesucht die Indices der Fläche e. 

Z X 

Es sei (s. Fig. 46) eg = 90 ^ und ex = 90 — 

dt u 

Aus dem sphärischen Dreieck exz folgt 

cos ex = sin ez cos a 
Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck egz folgt 

sin eg = sin ez sin (30 + a). 
Aus beiden Gleichungen folgt durch Division 

sineg sin(30+a) • qa i oa i. 

— = ^^ — = sm 30 + cos 30 tff a 

cos ex cos a 



Ans dem 9^^:ln<t;br£ Drei^k ^ 



= 1 — XStf« 



cos er = sie *i cos ly--"! 


• — »l = söp. 


e» 


«K » 


Xnn ist rerm^ GL 1 








. n\3 ti^ex 


sinei rtvi » 


= 


■■ (IV > 


Aas dieser Gleichung folgt 


o 






" li- 


\3 tg« 






Ans dieser nnd der GL d folgt 








sin — 






f)a = 


2 







Aus dem sphärischeD Dreieck exp m woli'lu>iii x ji — OH, 
ep:=90 — eg^ -g- und <JepT = 00 — «im W - y« 
ist, folgt 

cos ex = cos ep cos 60 -f- sin ep «in HO hIii yy 
oder 

- X z , , \/-t . z . 

sin -^ = cos — . — H — 5" «in ,, Min t^ 
oder 



At» dieser Gleichung folgt mit BerückHiclitigiing il«r 'II. 1 

, . 2n- I . Z 

g) «inzK = — .- -<:lg „ 
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Aus den sphärischen Dreiecken exz und ezg folgt 



und 



sin ez 


. X 
sin 2 

COS OL 




cos ez 


cos Zg 


sin 


Z 

2 


Daraus durch Division 








■frr o T —^ . 


sin 


X 
2 





^ . z 

cos a cos z g sm -^ 

Nun ist vermöge Gl. 1 

cos ex sin ez cos a 
m c = = == tg e z cos a 



cosez 



Mithin 



cos ez 



. X 

sm -r- 
2 



mc 



sin 



— cos zg 



X Z 

Nach Gl. f ist sin -^ = n cos -^ mithin 



n ctg 



mc 



cos zg 



Setzt man für ctg —^ den aus Gl. g folgenden Werth, 



so ergibt sich 



,. nV3 , 



2n — 1 

Um daher m und n zu finden, hat man die folgenden 
Gleichungen zu berechnen: 



2) 



. X 

sin- 



n = 



cos 



X^ 

2 

mc = 



sin gz = (2n — 1) ctg 60 ctg - 



Z 



n 



2n— 1 



. tg 60 . tg gz 
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Bcispid. An qnon KalksfMth^faJeBoBfar bat BMaggtawisatii 
X = im'Qi'-2(r und Z = l'M'ST'iK«^ 

Bekannt ist fono' c ^ <J*.S->13 

Ig an ^ = 9.9024 ^ ^^^ ^, _ ^ .^^^^ 

E lg coe ^ = 0.2137 Ig ctg ^ = 9.SST70 



lgn = 


= 0,1761 




Igsingx 




9,95017 


n = 


1- 3 




g« 




63*4' 




hr "" 




9,8751 








* 2n 1 






IgtgöO 




^ 0,2386 








Igtggz 


— 


0,2941 








Elgc 


— 


0,0684 








Igm 




0,4762 








m 




2,99 . . — 


3 




^ItslIatioa 


naT IST 











2 

In Bezug auf die gewöhnlichen 4 Axen sind die Indioos 
der Fläche e 13 2 1. 

b) GegebenX und Y, gesucht die Indices der Fliicho o. 
Die Gl. 1 besteht auch jetzt. Es sei (Fig. 46) 

X Y 

ex = 90 — -= und eh = 90 ^ 

Aus den beiden sphärischen Dreiecken exz und oyz folgt 

cos ex = sin ez cos a 
cos ey = sin ez sin a 

Durch Division folgt 

cos ex 

= ctg a 

cosey ° 

Nach Gl. 1 ist 

n v^3 cos ex 

2 — n cos ey 
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nv/3 



mithin r: = cto a 

2 — n ° 

woraus wie oben unter a folgt 

2 



n 



1+n/3 tga 
Daraus folgt leicht 

e) 



n — 1 1 — v/3 tg a 

Aus dem sphärischen Dreieck exl, in welchem xl = 60^ 

el = 90 — eh= ^ und < elx = hk = 90 — zh ist, folgt 

Y . . Y 

cos ex = cos 60 cos -^ — \- sin 60 sin -^ cos hk 

Daraus folgt 

9 . X Y 

2 sin -r cos — 

— = cos hk = sin zh 

Vä'sin-I- 

Aus dem rechtwinkhgen sphärischen Dreieck ezh folgt 

Y 

f) sin zh = ctg (30 — a) ctg -^ 

Setzt man diesen Werth für sin zh in die vorhergehende 
Gleichung, so ergibt sich 

2 sin -77- ^ /?r 1 . 

2 1 , ,on ^ V3 + tg g 

^E? F=^ = ctff (30 — a) = 7=-^ 

VScos.X V3 1-V3tga 

woraus 

. X 

sin -TT- 



eos^ 1-V3tga 

2 

Setzt man für rnr- den aus Gl. e folgenden 

1 — V3 tg a 

Werth, so ergibt sich: 

n sin Y X 

^' ^r^nf^cos-i-Y 
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Nach Gl. 1 ist 

cos ex 

mc = 

cos ez 



Aus dem rechtwinkKgen sphärischen Dreieck ezh folgt 

Y 

cos ez = cos eh cos zh oder cos ez = sin -^ cos zh 

Mithin 

cos ex sin-j-X 



mc 



sin-J-Y cos zh sin4-Y cos zh 



Setzt man für sin4-X den aus Gl. g folgenden Werth, so 
ergibt sich 

n ctg4-Y 



mc 



n — 1 cos zh 



Setzt man hier für ctg 4" Y den aus Gl. f folgenden 
Werth, so ist 

mc = - =-tgzhtg(30 — a) = - rtgzh /- , ^ ^ 

n — 1 n— 1 V3-[_tga 

Setzt man hier ftir 1 — V 3 tg a den aus Gl. e folgenden 
Werth und ftir tg a = 7=^-, so ergibt sich 

mc = i — =- tg zh= ; — ^ tg 60 tg zh 

n + 1^ n + 1^ ® 

Aus der oben entwickelten Gleichung 

2 sin 4" X — cos -^ Y . " 
r= ; = sm zh 

V3sin4Y 
folgt 



2 



2 sin-^X : cos-j-Y — 1 . , 
— ; = sm zh 

V'3tg4-Y 
Berücksichtigt man hier die 61. g, so folgt 

sin zh = ""t'J . — = ^5-+i ctg 60 ctg 4- Y 

(n-l)V3tg4-Y n-1 ■« •« » 

Henrich, Lehrbuch der KrsrstaUberechniing. 9 
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Um m und n zu finden, hat man daher folgende Gleichun- 
gen zu berechnen: 

n sin4-X . n+1 x i v 

= ri^ sm zh = ctg bO . ctg i- Y 

gx / n — 1 cos -j- 1 n — 1 

mc == — r—7- tg 60 tg zh 

n-j— 1 

Beispiel. An einem Skalenoäder des Kalkspaths hat man 
gemessen 

X = 133^^0' 20'' und Y = 144^24' 20" 
mithin 

A = QQo 30' 10" und ^ = 72» 12' 10" 

ausserdem kennt man c = 0,8543 

lg 8iniX = 9,9624 1^+10,6990 

E lg C08+Y = 0,5148 ° n— 1 

:^ lg ctg 60 = 9,7614 

lg— — 1 =M772 lg ctg 4-Y = 9,5065 

n lg sin zh = 9,9669 

^[Zri=^ zh = 67055' 



3 

n = - 



^ n Q 77QO -^^^ Formel des Skalenoeders ist 

^ n+1 ' sP— . Die Indices der Fläche e in 

I 2 ' 

lg tg 60 = 0,2386 Bezug auf die gewöhnlichen Axen 

lg tg z h = 0,3918 sind 13 2 1. 
E lg c = 0,0684 



lg m = 0,4770 
m = 3 



c) Gegeben Y undZ, gesucht die Indices der Fläche e. 

Die Gl. 1 gilt auch jetzt. In der Fig. 46 sei eg = 90 — 

Y 

und eh = 90 

Aus den beiden rechtwinkligen sphärischen Dreiecken ehz 
und egz folgt 

sin eh = sin ez sin (30 — a) 
sin eg = sin ez sin (30 + a) 
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Aus beiden Gleichungen folgt durch Division 
Y 

COS *~~-* 

2 _ sin (30 — g) _ 1 — ctg 30 , tg a 

Z "" sin (30 -h a) ~ 1 + ctg 30 . tg a 
cos 2 

und daraus folgt 

ITT. COS -j- Z COS 4" Y 

V 3 tg a = ^-— \ 

^ cos 4- Z + cos ^ Y 

woraus 

d)V3tga + l= ^"^'^^ 



cos -f Z -j- cos -f Y 
Vermöge Gl. 1 ist 

n V 3 cos ex 

2 — n cos ey 

Aus den sphärischen Dreiecken ezx und ezy folgt 

cos ex = sin ez cos a und cos ey = sin ez sin a 

mithin 

. nV^3 , 

e) 75 = ctg a 

woraus wieder wie oben 

2 

n = 



1 + v/3 tg a 

In Verbindung mit 61. d folgt 

^ cosi-Y 
n — 1 = nr 

COSy Z 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ezh folgt 

sin zh = ctg (30 — a) ctg ^Y 

Aus der Gleichung 

2 

n := = 

1 -j- V 3 tg a 
folgt 

°"^ \ == V3 ctg (30 — a) 

D 1 



»n 



Setzt man den Werth von ctg {30 — a) aus dieser Gleichung 
1 die vorht 



f) sin zh = ^_^, ctg 60 ctg ^ Y 

Aus dam sphärischen Dreieck exl folgt wie früher 

I V 1 ^3^ ■ t V ■ r. 
cos ex ^ -j- cos — 1 -\ n~ sm — I sm zh 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ezh folgt 
cos e z = cos z h sin -j- Y 



i folgt 



¥ 



\ 



. V I ^3 . , „ . , 
— cos X jf H — n" ^™ "T J^ sm zh 



ctg4-Y v/3 tgzh 



Setzt man für ctg4-Y den aus Gl. f folgenden Werth, so 
ergibt sich 



-;^^^/3tgzh 



Um m und n zu finden, hat man folgende Gleichungen 

. berechnen; 



4) 



cos-j-Z 

±1 
— 1 

m C ::= — ^p-y tg 60 tg z h 
BeiBpiel, An einem Skaleno€der des Kalkspaths hat iiia 



I 
I 



Y =144''24'20 mid Z = 104''37'2O" 
ausserdem kennt man c ^ 0,8543 



■^ 



lg oos-i-Y = 9,4852 
E lg cos4 Z = 0,2137 
lg (n — 1) = 9,6989 



» + 1. 



. 0,B990 



lg ctg 60 = 9,7614 
lg ctg -^Y — 9,5065 ' 
lg sin zh = 9,9669 
zli = 67'*55' 



lg ^^ = 9,"81 

lg tg 60 = 0,2386 

lg tgzh= 0,3918 

' E lg c — 0,0684 

lg m = 0,4769 

m = 3 

Das Skalenogder ist 

■ Px 

— ö — Diö Indices von e sind 13 2 1 

3tit Hilfe der sphärischen Dreieclre exp und egz (Fig. 40) 
ge\vinnt man neue ebenso einfache Formeln. Die «fenannten 
Dreiecke liefern die Grleichungen 

Z , VS . Z . 
cos ex ^ X cos — -j — — sm -^ sm g / 



und 



g« = ctg(30+a)cts 
Nun ist 



V3 



^..1, 



7C08-j-Z + -n-sm4Z3ingz 



ctg^Z 



Setzt man für ctg -5- den aus der vorhergehenden Gleichung 
foljrenden Werth, so ergibt sich 
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Um m und n zu finden, hat man mithin folgende Gleichun- 
gen zu berechnen: 

cos-7- Y 



5) 



II — 1 = 

cos-g- Z 

sin gz = (2 n — 1) ctg 60 ctg 4- Z = cos gq 

^^= 2^^i ^s^^^ee^ 



Die Winkel hk und gq in den Gl. 4 und 5 haben noch 
eine besondere Bedeutung, gq ist, wie sich leicht beweisen 
lässt, der Winkel, den die kürzere Polkante mit der Z- Achse 
bildet und hk der Winkel, den die längere Polkante mit der 
Z-Achse bildet. 

mP 

Berechnung der BhomboSder 



2 

Die zur Berechnung der Rhomboöder dienenden Gleichungen 
erhält man leicht aus den vorhergehenden Gleichungen, indem 
man n = 1 und Y = 180 setzt. Der blosse Anblick des Rhom- 
boeders lehrt, dass X = 180 — Z ist. 

a) Gegeben X, gesucht m. 
Aus den Gl. 2, S. 126 folgt 

1) sin gz =^ ctg 60 tg -^ m c = tg 60 tg gz 

b) Gegeben Z, gesucht m. 
Aus den Gl. 5, S. 134 folgt 

Z 

2) sin gz = ctg 60 ctg -^ mc = tg 60 tg gz 



§. 15. 

Secnndäre Ableitung^ Bezeichnung und Berechnung 

der Skalenoeder. 

Da die meisten hexagonal krystallisirenden Mineralien der 
rhombo6drischen Hemiädrie unterworfen sind, so hat man die 
Rhomboeder und Skalenoöder noch auf eine andere repräsen- 
tativere Weise bezeichnet. 
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Das aus der Grundpyramide P abgeleitete Rhomboöder be- 
zeichnet man mit R und nennt es das Grundrhombo6der. Das 
aus mP abgeleitete Rhombo6der bezeichnet man entsprechend 
mit mR. Da aus jeder Pyramide mP zwei Rhomboßder ab- 
geleitet werden können, ein Rhombo6der -|- i^iR und ein Rhom- 
boßder — mR, und da zwei Rhombo6der -|- mR und — mR 
im Gleichgewichte ausgebildet den Eindruck einer Pyramide mP 
machen, so können wir uns die ganze Grundreihe der hexa- 
gonalen Pyramiden als eine Reihe von Rhomboödem vorstellen, 
so wie es das folgende Schema veranschaulicht. 

m < 1 m>l 

oR imR...JiR jimR...ooR 

Die Grenzformen ooR (Protoprisma) und oR (basischer Haupt- 
schnitt) bedürfen nicht der doppelten Zeichen. 

Vergleichen wir die Rand- und Mittelkanten eines Rhom- 
boeders mit den Rand- oder Mittelkanten des Skaleno6ders, so 
bemerken wir, dass beide in ihrer Lage vollkommen überein- 
stimmen, dass mithin, weil aus den Randkanten des Rhomboöders 
das ganze Rhomboöder construirt werden kann, 
einem jeden SkalenoSder ein einziges Rhom- 
boöder eingeschrieben werden kann, welches 
mit dem SkalenoSder die Randkanten gemein 
hat (Fig. 47). Dieses Rhomboeder nennt man 
das Rhomboeder der Mittelkanten. Aus einem 
Rhombo@der lassen sich nun in der folgenden 
Weise alle möglichen Skaleno^der ableiten. 
Wir multipliciren die Hauptaxe m c des Rhom- 
boöders mR mit einer Zahl n und legen durch 
jede Randkante des Rhomboäders zwei Flächen, 
welche die Hauptaxe in ihren neuen End- 
punkten schneiden. Das dadurch entstehende 
SkalenoSder bezeichnen wir mit mRn. Der 
kleinste Werth, den n annehmen kann, ist 1, der grösste c» 
und es ist sofort einleuchtend, dass mRoo mit dem Deutero- 
prisma 00 P 8 zusammenfallt. 

Da man auch aus den Polkanten eines jeden RhomboSderK 
das RhomboSder selbst construiren kann, ein jedes Skaleno^der 



Flg. 47. 
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aber drei schärfere und drei stumpfere Polkanten besitzt, so 
kann man einem jeden Skalenoöder noch zwei andere Rhom- 
boöder einschreiben. Das eine Rhomboöder hat zu Polkanten 
die längeren Polkanten, das andere die kürzeren Polkanten des 
Skalenoöders. Das erstere nennt man das Rhomboeder der 
längeren Polkanten, das zweite das Rhomboßder der kürzeren 
Polkanten. Ist mithin ein Skalenoeder gegeben, so kann man 
nach dem eben Gesagten leicht die drei Rhomboeder hinein- 
construiren. Kennt man mithin das m und n eines SkalenoSders 

— -^ — , so muss man das m' der drei eingeschriebenen Rhom- 

boöder m'R berechnen können. 

^' Die Fig. 48 repräsentirt eine Combi- 

nation des Skalenoeders b — - — mit dem 




eingeschriebenen Rhomboßder 



m'P 



oder 



m'R = c. Vermöge der Zonengleichung 
ist es nun sehr leicht, m' aus m und n 
zu berechnen. 

(2-n) _J_ 

m 



Die Indices der Fläche a sind 1, 



Die Indices der Fläche b sind 1, 



n 
2 — n 1 



n 



m 



Die Indices der Fläche c sind 1, 1, 



m' 



Mithin muss vermöge der Gl. 4, S. 8 sein: 



m 



m' 



2 (2 — n) _ 
n 



= 



woraus 



, m (2 — n) 

m =: — ^^ - 

n 

Das Rhomboeder der Mittelkanten hat daher das Zeichen : 

m (2 - n) p 

+ \ 






denken wir rzis «cf jjeörr iir^ oK'srWÄ xi^^i X)nl^e««y^ l^\j^"^xv^\ 
Polkantra eiiitai g"Iöchw>ciT ro^a EsK?jv,:^^kt tif^r H*U|^5^\v *^* 
stehenden Punkt izii leg«! liurcii dei^W« eu^^ KW^w^ iv^mV^o^ 
mit je iwei küneröQ Pv^lkamten* Pi^sjao KWiuut ^^hwo^^ow ^ih^ 
Flachen des SkaJenoeders in Kanten« die den kür^wn IN^^- 
kanten des Skaleno^eis paraUel ^nd und e$ i$t k)«a\ d^^ w iv 
jetzt eine Combination des SkalenoMer« mit dem Khom)H^^\)ev 
der kürzeren Polkanten Tor uns haben« \Y\e oben, fiude^\ \vü' 
als das Zeichen für das RhomboMer der küntortn\ )V)V)U\(en^ 

m(2n ~l) p 
n 



Um das Rhomboöder der langereu Polkanton t\\ btnvohnon, 
denken wir uns auf jeder der oberen und \n\toron knr«invn 
Polkanten einen gleichweit vom Endpunkte der Ibuiplnxo «h- 
stehenden Punkt und legen durch denselben oine Kboni» |MU'ivllt^l 
mit je zwei längeren Polkanten. Diese Kbonon Hchnoiden die 
Flächen des SkalenoSders in Kanten, die don lilngoron IN)lkunlo)i 
des SkalenoMers parallel sind und uh int kliir, (Iunn wir ttun 
eine Combination des Skalenol^dcrH mit dont lilionilMtl^ilt*)* (Inf 
längeren Polkanten vor uns haben. Wir tindnn iiIh Z(»ichnti lllr 
das RhomboMer der längeren Polkanton wio oImmi: 



n 



2 

Vergleicht man die Längen der llaitptaxitn d'wmu' t\m hum 
dem SkalenoSder abgeleiteten KhomborTd<;rf nn t*rh\Ui ttmu tVu* 
interessante Beziehung: 

In Worten: Die halbe Hauptaxe Ach Uhoftthfti'tU'rn tU'f l'^ttty/ rfn 
Polkanten ist gleich der Humrni; fU^r halb^ro iUuiffiftttfi tUr 
beiden anderen KhomlKj>f;d';r 

Wir legen nnn ydzi dU: Vta^c, yor: wt'UU^'r Zu^Htttut' t,},^tffi/^ 

besteht zwi^-hen d^m Wulfen Z^'i^h^fi i#r»/| tf/Ut/ fU-A 
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Skalenoöders, oder wie kann man m' und n' aus m und n finden 
und umgekehrt? 

In dem Zeichen m'Rn' bedeutet m'R, wie wir gesehen 
haben, das Rhomboöder der Mittelkanten des Skalenoeders 

— ^ — und wir haben gefunden : 

m (2 — n) 

m = ^ 

n 

Die Grösse n' war die Zahl, mit welcher m' multiplicirt 

werden musste, damit das m des Skalenoeders — ^r — heran.« - 

kam. Daher muss sein: 

m'n' = m oder 



m (2 — n) . _^ 
n = m 



Daraus folgt 



und daraus folgt 



n 



n 



/ n 



n 



2 — n 

2n^ 
n'+ 1 



Zwischen den beiden Zeichen — ^ — und m'Rn' besteht 
mithin die Beziehung: 

m-Rn-= ^^^-^^ R^ äquivalent ^ 

mnP — j— :r 

n — f- 1 

und mRn äquivalent ^ — ' — 

Wollen wir die für das Skalenoeder — ^ — durchgeführten 

Rechnungsformeln so umformen, dass sie dem secundären 

Zeichen m'Rn' entsprechen, so haben wir, da m'Rn' äquivalent 

2n' 
m'n'P ^, , ^ ^p^ 

~^ — — ist, in den früheren Formeln m'n' 



2 2 

für m, und -"Tj— - für n zu setzen. Ist dies geschehen, so 
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köimai die Accimte w\e^^sie]akss)e& w<es>d[eQ uud wir <4rKdlUH\ ^)h> 
für mBn gekendeii Gleichnngim. 

Oben haben wir gefimdi»!, dftss die dem S)»üeiu>^i)er 

■»_ 

-; 5 — eingescbnebenen 3 Rhombo&ler <ü* Z^icWn h«W*tt; 



m (2 — n) 



m(2n — 1) 



+ 



und — 



n 



Aus dem Vorhergehenden ergibt sich nun» da«^ dio ^loui 
Skalenoeder m'Rn' eingeschriebenen 3 Rhomboi^der die «soouu- 
dären Zeichen haben: 

+ m'B + ^ m' (3 n'— 1) R und — ^ m' (3 n' -f 1) H 



§. 16. 

Entwickelnng zusammeiigesetzter Comblttatloneii. 

Erstes Beispiel (Beryll) ^). 

Die Fig. 49 a repräsentirt eine sechszähligo holotUlriMclio 
Combination des Berylls. Wählen wir P zur Grundform, «o 
lehrt eine allgemeine Bestimmung, dass 



Flg. 49. 








\^ 



M' 



M 



Z' 






KaamaniL, Lehrbnch d. reinen o, ftngewandlen }kvi%\A\\ff%fn\A\\p^ 
1830, 8. 4Ö8, Fig, 459, 
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P die Pyramide P 

z der basische Hauptschnitt oP 

d eine Pyramide mP 

M das Prisma ooP 

r eine Pyramide zweiter Ordnung mP2 

V eine dihexagonale Pyramide mPn 

Die Fig. 49 gibt eine stereographische Projection der- 
jenigen Flächen, deren Berechnung aus dem Zonenverbande 
allein nicht möglich ist. 

Bekannt ist der Winkel v : M = 142« 15' (Fig. 49a) 
und der Polkantenwinkel P : P'= ISl^S' 

Berechnung des Axenverhältnisses. 

Aus Gl. 1, S. 121 

cos hx = tg 60 ctg -^ und mc = ctg hx 

folgt, wenn man m ^ 1 setzt: 

hx = 630 26' 22" und c = 0,4999 

Berechnung von r. 

Die x-Axe gehe durch die Kante, die M mit M' verbindet, 
r liegt in der Zone MvrP' (Fig. 49 und 49a). 

Setzt man daher in die Zonengleichung 4, S. 8 für M die 

Indices 110, für P' die Indices 111 und für r die Indices 

1 
1 — , so erhält man m = 2. Mithin ist r = 2P2. Die Indices 
m 

von r sind 1211 (in Bezug auf die gewöhnlichen 4 Axen). 

Die Reihenfolge der Indices in Bezug auf die gewöhn- 
lichen 4 Axen wird nach der S. 118 angegebenen Regel ge- 
bildet. 

Bestimmung von d. 
d liegt in der Zone drd' (Fig. 49 a). Setzt man daher in 
die Zonengleichung die Indices von 11 — für d , die Indices 
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1 1 — für d' und die Indices 2 01 für r, so erhält man m = 2. 
m 

Mithin ist d = aP oder (0 2 2 1) in Bezug auf die gewöhn- 
lichen 4 Axen. 

Bestimmung von v. 
Erste Methode, v liegt in der Zone MvrP'. Die In- 

dices von v seien 1, , — . Die Indices von M sind 110, 

n m 

die von P' sind 111. Mithin ergibt sich vermöge der Zonen- 
gleichung: m = r- oder n = r. Die Gleichung von 

V ist: 

nVä 
cos vx = X cos vy = mc cos vz 

2 — n -^ 

2 — n cos vy , cos vx 

7=- = — und m c = 

n V3 cos vx cos vz 

Da die Indices von P gleich 111 sind, so ist die Glei- 
chung von P 

cos Px = V 3 cos Py = c cos Pz 

Aus dem Dreieck Pxz (Fig. 49) folgt 

cos Px = sin Pz cos 30 
mithin ist 

sin Pz cos 30 = c cos Pz 
woraus 

tff Pz = ^TTT 

^ cos 30 

Daraus folgt 

Pz = 29« 59' 42" mithin PM = 60« 0' 18" = P'M' 

Aus dem Dreieck P'M'M (Fig. 49) folgt 

sin M'M = ctg P'MM' tg M' P' 

woraus, da M'M = 60« ist, 

P'MM' = 63« 26' 22" 

Aus den sphärischen Dreiecken vMy und vMx folgt 

cos vy = cos Mv cos 60 — sin Mv sin 60 cos vMx 
cos vx = cos Mv cos 30 -f~ sin Mv sin 30 cos vMx 
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Da cos 60 == sin 30 und sin 60 = cos 30 ist, so folgt 

cos vy cos Mv sin 30 — sin Mv cos 30 cos vMx 

cos vx cos Mv cos 30 -|- sin Mv sin 30 cos vMx 

tg 30 — tg Mv cos vMx 

1 + tg Mv cos vMx tg 30 
Setzt man 

a) tg y :^ tg M V cos vMx, so ist 
2 — n cos vy . ,^^ . ..,. 



b) ^ 5 = V^3 tg (30 — (p) = tg 60 tg (30 — (p) 



2 
n 

Da Mv = 180 — M : V, so findet sich 

3 
n = -^ mithin m = 3 

folglich 

V = sP^ oder (13 2 1) (bezogen auf die gewöhnlichen 4 Axen). 

Zweite Methode. Setzt man in Gl. 17, S. 26 

3ir + c2kk' + 3c2hh' 



cos w = 



n/3 P + c^k^ + 3 c»h« v/3 V* + c^k'^ + 3 c^h'^ 
für w den Werth Mv = 180 — M : v = 37« 45', für hkl die 

Werthe 110 und für h'k'l' die Werthe 1 ^-^ — und für n 

n m 

den Werth n = :: , so erhält man die Gleichung : 

m — 1 

(2 m — 1) c 
cos w = 



v/4 c'^ (m2 — m + 1) + 3 
woraus folgt 

c(2m— 1) 

^ v/3 \/l + c« 

woraus 

ctgMv.v/3\/l +c« 

2 m — 1 = —^ ■ 

c 

Die Combination weist mithin auf: 

ooP . oP . P . aP . «Pa . sPA 
M . z . P . d . r . V 
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Zweites Bdspid (Apatit) ^). 

Die Fig. 5«) repnsentirt eine zehnzahlige Combinatiou de«!^ 
Apatites. Wählt man d znr Grandpyramide« so ist 
d die Pyramide P 
e mid y sind Pyramiden mP 
P ist der basische Hanptschnitt oP 
M das Prisma 3cP 
s und a sind Denteropyramiden mPi 

1 und r sind Tritopyramiden -|- 1 — ^— 1 

f das Deuteroprisma x Pi 
Bekannt ist der Winkel 
d:d' = U2M5'20" 
(der Polkantenwinkel der Grund- 
pyramide). 

Berechnung des Axenverhältnisses der Grundpyraniido. 
Aus Gl. 1, S. 121: 

cos hx = tg 60 ctg — und mc = ctg hx 

folgt, wenn man m = 1 und Z = 142<> 15' 20" setzt: 

c = 0,7346 

Die x-Axe geht durch die Kante, die M' mit M" bildot. 

Aus dem Zonenverbande können alle Formen eruuttt^t 
werden. 

Bestimmung von a. 
a Hegt in der Zone d'ad. 



Indices von d': 111 
Indices von d: 2 1 

1 3 



1 



Indices von a: -^ -^ — ^ oder m, 3 m, 2 

2 2m 

Setzt man diese Werthe in die Zonengleichung 4, S. K, ho 

ergibt sich m = 1. Mithin ist 

a = P« oder (1 12 2) (bezogen auf die gewöhnlichen 4 Axi*n). 

Vgl. Kaamann, Lehrbuch der reinen und angewandt4fri Kryktttllo- 
graphie, Leipzig 1830, S. 504, Fig. 465. 
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Bestimmung von v. 

V liegt in der Zone a'v'v 

Die Indices von a' sind: 10 1 

Die Indices von v' sind : 1 1 — oder m m 1 

m 

Die Indices von v sind: 2 — oder 0, 2 m, 1 

m 

Vermöge der Zonengleichung erhält man nun : m = — ' 

Mithin ist 

v = -f P oder (T012) 



Bestimmung von s'. 

s' liegt in der Zone s'd'a 

Indices von s' seien 1 — oder m 1 

m 

"" Indices von d' sind 111 

Indices von a sind 13 2 

Mithin ergibt sich aus der Zonengleichung m = 2. Folglich ist 

s' = 2P2 oder (1 2 1 1) 



Bestimmung von e'. 

Mit Hilfe des Goniometers hat man gefunden, dass die 
Flächen e'se tautozonal sind. 

Die Indices von e' seien 11 — oder m m 1 

m 

Die Indices von e sind 2 — oder 0, 2 m, 1 

m 

Die Indices von s sind 2 6 2 oder 13 1 

Vermöge der Zonengleichung erhält man m = 2. Mit- 
hin ist 

e' = 2? oder (0 2 2 1) 
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Bestimmung yon 1 und r. 

1 und r liegen in der Zone M^lrs 
Die Indices von M' sind 110 
Die Indices von s sind 13 1 

1 2n — 1 1 



Die Indices von 1 oder r seien 



n n m 



so muss vermöge der Zonengleichung m = und n = 




n — 1 m— 1 

Beide Formen 1 und r haben daher das Zeichen 



m 



m — 1 



1 liegt noch in der Zone e'lf 
Die Indices von e' sind 2 2 1 
Die Indices von f sind 13 

1 2n — 1 n — 1 



Die Indices von 1 sind 



n n n 



4 

Mit Hilfe der Zonengleichung findet man n = -5-, mithin 

o 

m = 4, folglich ist 

1 = + I —9 — I Die Indices von 1 sind 13 4 1 

r liegt noch in der Zone d^rf, daher findet sich vermöge 

3 
der Zonengleichung m = 3 und n = -p-, mithin ist 

r = + [^"2^] Indices von r: (12 3 1) 

Die Gombination weist mithin auf: 

ooP . 00P2 . oP . fP • P 
M' . f . P . V . d' 
(0110) . (1120) . (0001) . (1012) . (Olli) 

..P.P.. .p. .+[l^i:].+p^/] 

«e.a.s. i » ^ 

. (0221) . (T122) . (1211) . (1341). (liM) 

Henrich, Lehrbneh der Krystallberecbnang. 10 
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Drittes Beispiel (Kalkspath) >)• 

Die Fig. 51a repr'asentirt eine siebenzäMige rhomboSdrische 
Combination des Kalkspaths. Wählt man P zum Grundrliom- 
boSder, so ist 

P das Rhombo@der R 
d das Prisma ooR 
t xmi r sind 2 SkalenoSder mRn 
e, (p und f sind 3 negative RhomboSder — mR 
Die x-Axe geht durch die Kante, in welcher d und d" 
sich schneiden (Fig. 51a). 



Fig. 


61. 




. .^ 






e 




\ / /^^ /^ 




^ 






/ 


^ 



Fig. 51a. 



d' 




Die Fig. 51 repräsentirt eine stereographische Projection^ 
soweit sie zur Berechnung erwünscht ist. 

Bekannt ist der Polkantenwinkel des RhomboSders P: 
105^5' (Fig. 51a). 

Femer kennt man den Winkel f : d' = 153<> T (Fig. 51a). 

Aus der Gl. 2, S. 134 

sin gz = ctg 60 ctg -^ und mc = tg 60 tg gz 

folgt, wenn man Z = 105^5' und m = 1 setzt: 
c = 0,8543 

^) Naumann, Lehrbuch d. reinen u. angewandten Krystallographie, 
Bd. 1, S. 500, Fig. 461. 



— 147 — 

Bestimmuiig toh e. 

e Kegt in da- Z<me PeP* (Fig. 51)^ l&sst sich mithin \tu^ 
möge der Zooaaigleichmig ermittdn, iremi man för P di^ In- 

dices 111, für P die Lüdices 111 und för e die Indico» 

2 — oder 2ml setzt Man findet m = -r-^ mitliin ist 
m 2 

e = — -5- R Lüdices Ton e : ^1 1 2) 

Bestimmung von f. 

Erste Methode. Die Indices von f seien 2 - odor 

m 

0, 2 m, 1, so ist die Gleichung von f: 

-^ cos fd' = cm sin fd' 

woraus 

V3 ^ ,,, sin 60 ctg fd' 

m = 77- ctg f d= ^^J 

2c ^ c 

Nun ist f d' = 180 — f : d' = 26« 53. Daher ergibt Nirh 
m = 2. Mithin ist 

f = — 2R Indices von f: (2 2 1) 

Zweite Methode. Setzt man in der Gleichung 

311' + c«kk' + 3c"hh' 

cos W = ■ — : . .- 

V/3P + c*k» + 3c»h« \/3r* + c'k'M- 3o«'li"' 
für hkl die Indices von f: 2ml, für h^kM^ die Itulir.cm 
von d': 10, so ergibt sich die Gleichung 

2 mc 



cos f d' = 



\/4m«c^"+3 



woraus 



woraus 



^ , 2mc 
ctg f d ^ - ,- 



V3ctgfd' Hin f'fOf'iufiV 
2 c e 
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Bestimmung von r'. 

r' liegt in den zwei Zonen r'fr" und r'Pe' (Fig. 51), wird 
mithin mit Hilfe der Zonengleichung bestimmt. 

Die Indices von r' seien ^ ^^^^ -^ 

n n m 

Die Indices yon e^ sind 112 
Die Indices von P sind 111 

1 2n— 1 1 



Die Indices von r'' sind 



n n m 



3 

Man findet n = -^ und m = 3, mithin ist 

sPi- . . - 

r' = —T — Indices von r' sind : 1 2 3 1 

, ,jy 2n' 
m n P 



Da 5i£5. = K^—^ äquivalent m'Rn' ist (S. 138), 

2 n' 3 

so ist in unserem Falle m'n' = 3 und -r— i — r =^ -^.Daraus 

n + 1 2 

folgt n' = 3 und m' = 1, mithin ist 

—5— gleichwerthig mit Rs. 



Bestimmung von t. 
t liegt in der Zone Pte 

Sind die Indices von t: — i£Zli J:., go folgt vermöge 

n n m , 

der Zonengleichung n = °^ 



2m — 1 

Da die Combinationskante von t und r' in Fig. 51a hori- 
zontal ist, so muss t die x-Axe in derselben Entfernung schnei- 
den, in der diese von r' geschnitten wird; mithin muss n in der 

3 3 

letzten Gleichung = -^ sein; alsdann folgt m = -r-; folglich ist 

_8_p_8_ 

t = -^-17^ äquivalent -fß» Indices von t sind: 12 3 4 
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Bestimmung von 9. 

(p liegt in der Zone ytt' (Fig. 51a). Sind die Indices 

1 5 

von 9:0 2 — , so eriribt sich m = -j- 
*^ m 4 

Mithin ist 

(p = j- R Indices von 9 sind : 5 5 4 

Die Combination weist mithin auf: 

R3 . — Rs . c» R . j- R . 

r' . t . d . 9 . 

(12 31). (r2 3 4) .(0110). (5054). 

— 2R . R 

f . p 

. (2 21) . (Olli) 



-i-R 

e 

(Fol 2) 



Viertes Beispiel (Eisenglanz^). 

Die Fig. 52 a repräsentirt eine fünfzahlige Combination. 

Wählt man R zum GrundrhomboSder, so lehrt eine allgemeine 

Bestimmung, dass 

V und s zwei Rhomboöder mR 

n eine Pyramide zweiter Ordnung mP2 

g ein SkalenoSder mRn ist. 



Fig. 52. 



Flg. 52 a. 





Kaumann, Lehrbach d. reinen n. angewandten Kryst' 
Bd. 1, 6. 508, Fig. 464. 
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Die Fig. 52 repräsentirt eine stereographische Projection 
derjenigen Flächen, deren Berechnung eine correcte Projection 
wünschenswerth erscheinen lässt. 

Bekannt ist der Randkantenwinkel X des Grundrhom- 
boöders R. Er ist 93 <^ 50'. 

Bekannt sind femer die Winkel 

R:v = 165^51' (Fig. 52 a) 
R : s = 143« 54' 
R:g= 163^42' 
Aus den GL 1 Seite 134 

singz = ctg60tg-2- 

mc = tg 60 tg gz . 
folgt, wenn man X = 94® und m = 1 setzt: 

c == 1,359 

Bestimmung von v. 

Erste Methode. Die Indices von R sind 111; die 
Gleichung von R ist 

cos Rx = V3 cos Ra = c cos Rz 

Aus dem sphärischen Dreieck Rxz folgt 

cos Rx = sin Rz cos 30 

Aus beiden Gleichungen folgt 

c 

tff Rz = T^TT- 

® cos 30 

woraus 

Rz = 57«29'30" 

Es ist vz = Rz — R V = 43« 20' 30", denn 

Rv = 180 — R:v 

Die Indices von v seien 11 — oder m m 1 , so ist die 

m 

Gleichimg von v : 

cos vx = V3 cos va = mc cos vz 

woraus folgt 

cos vx 

mc = 

cos vz 
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Aus den sphärisclieii Dreiecken vrx und vrz folgt 

cos vx = cos rv cos rx 
und 

cos vz = cos rv cos rz 

Aus beiden Gleichungen folgt durch Division: 

cos vx cos rx sin rz 



cos vz cos r z cos rz 

Mithin ist 

_ tgrz 



= tgrz 



m 

c 



Aus dem sphärischen Dreieck vrz folgt cos 30 = tg rz ctg z v 

folglich 

cos 30 .. tg ZV 

m = 

c 

Setzt man für zv imd c die oben gefundenen Werthe, so 

3 
ergibt sich m = 0,6014 = -=- annähernd. Mithin ist 

5 

V = -|- ß Indices von v: 3 3 5 

Ebenso ergibt sich 

s = -^ R Indices von s : (0 114) 

Zweite Methode. Setzt man in die Gl. 17, S. 26 

311'+c«kk' + 3c«hh' 



cos w = 



V^31« + c«k^ + 3c«h» V^Sr« + c*k'« + 3c»h'« 

für h kl die Indices von R : 1 1 1 für h'k'l' die Indices von 
v:mml, so ergibt sich 

3 + 4mc« 

cos W ^~" - — ^ 

V4c*4-3 \/4m»c* + 3 
woraus 

2cV3"(l— m) 
sin w = 



\/4c« + 3 V4m»c»4-3 

Aus beiden Gleichungen erhält man 

, 4mc»4-3 

cto w = -^ = 

* ^2cV3(l— m) 

Daraus ergibt sich 

4c» + 3 



1 — m = 



4c» + 2c \/S ctgw 
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Setzt man für w seinen Werth 14*9', so erhalt man 

1 — m = 0,4 
mithin 

m = 0,G = 4- 

Bestimmung von n. 

n liegt in der Zone ngRn^ ergibt sich mithin aus der 

Zonengleichung, wenn man für R die Indices 111, für n die 

13 1 

Indices m o 1 und für n' die Indices -^ -z= oder m, 3 m, 2 

j j m 

4 
setzt. Man findet m = — , mithin ist 

ö 

n = ~ Pa Die Indices von n sind 2 4"2 3 

Bestimmung von g. 
Erste Methode, g liegt in der Zone ngR. Die Indices 

Yon g seien: 1 . Vermöge der Zonengleichung er- 

2n 
gibt sich alsdann m = — . Die Indices von g sind nun- 

mehr 

1 IZZJ^ "^^^ oder 2n, 2 (2 — n), n + 1. 
n 2n 

Die Gleichung von g ist: 

nV^S" 2nc 

cos gx = ^_^ cos ga = ^-pj cos gz 

Daraus folgt 

n V3 cos gx - 2nc cos gx 

2 — n cos ga n -f- 1 cos gz 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck nRz findet 
man 

Rn = 25ö57'30'' und znR = 74«25' 

Da Rg = 180 — R : g = 16^8' ist, so ergibt sich 

gn = 9^39'30" 
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Ans dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck nge findet 

man nnn 

en = 2«37' 

3 
Aus der Gleichung von n : — cos n x = c cos n z oder 

3 4c . . 

-j- sin nz = c cos nz folgt tg nz = -^. Daraus ergibt sich 

nz = 61^6' folglich ez = nz — ne = 58^29' 

Aus den rechtwinkligen sphärischen Dreiecken xge und 

gez folgt 

cos gx = cos eg sin ez 

cos g z = cos eg cos ez 

Durch Division erhält man aus beiden Gleichungen 



Nun ist 



folglich ist 



cos ffX 

tg ez = ^— 

cos gz 

cos gx 2nc 

cos g z n -j- 1 

2n tg ez 



n+1 c 

Daraus ergibt sich 

— ^T-^ = 1,2 mithin n = -^ folglich m = -r- 
Mithin ist 






g = — p — äquivalent -5- Rs Die Indices von g sind 2 64 5 

Zweite Methode. Setzt man in der Gleichung 

311' + c«kk' + 3c»hh' 



cos w = 



V3I« + c«k« + 3c«h« Vsr« + c»k'« + 3c«h'« 
flir hkl die Indices von R : 1 1 1 und für h'k'l' die Indices 
von g: 

1 ^ — ^ n + 1 
n 2n 

so erhält man die Gleichung: 

(n + 1) V4c«+3 



cos w = 



\/3(n+ l)« + 16c«(n« — n + 1) 
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woraus 



sm w 



(n — 1) c V^12 



V3 (n + 1)» + 16c* (n« — n + 1) 
Durch Division der beiden Gleichungen erhält man: 

_(n + l) v/4c« + 3 



ctg w 



woraus folgt 



(n _ 1) c v/l2 
n + 1 c Vl2 ctg w 



n — 1 v^4c* + 3 

Setzt man in dieser Gleichung w = 16^18', so erhält man 

;- = 5 mithin n = -pj-, wie oben. 

n — 1 2 

Die Combination weist mithin auf: 

R.-3-P2 .-j-R.-j-R.— Rs 
R . n . s • V . g 

Fünftes Beispiel (Bergkrystall). 

Die Fig. 53 a repräsentirt eine sechszählige tetarto^drische 
Combination des Quarzes. Wählen wir R zum Grundrhom- 
bo6der, so ist 



Fig. 58. 



Fig. 53 a. 



/j 






^ 


[^ 




rfl^ 


yN 








h A 








2^^\/ 




* w ^^ 




\k/ 


3 


'^**^**.^ 




~^ 




z ein RhomboSder — mR 
s eine trigonale Pyramide 



mP 



2 
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X ein trigonales TrapezoSder — j — r 

t ein Rhomboeder mR 
r das Prisma ooR 

Die x-Axe geht durch die Kante, in welcher sich r und 
r'' schneiden. Die Fig. 53 gibt eine stereographische Projection 
der Combination. 

Bekannt ist der Winkel an der Polkante des Grundrhom- 
boeder: 94 n 5'. 

Femer kennt man (s. Fig. 53a) die Winkel: 

t : r = 168^52' in der Zone Rtr 
X : r = 168^ „ „ ^ rxs 
R:z = 133^44' 

Berechnung der Länge der Hauptaxe. 

2 

Aus den Gleichungen sin gz = ctg 60 ctg -^ und 

mc = tg 60 tg g z folgt, wenn man m = 1 und Z = 94^ 15' setzt : 

c = l, 1 

Bestimmung von z. 

Die Indices von z sind 2 — oder 0, 2 m, 1 

m 

Die Gleichung von z ist: 

V^3 cos z r' mc cos za" . . 
= ^ = mc sm zr 

woraus 

VF ctg z r' sin 60 ctg zr' sin 60 t g z a" 

m = 7z = = 

2c c c 

Man findet za", wenn man das rechtwinklige Dreieck, 

Rz 
dessen Hypotenuse a"z ist und dessen eine Kathete —^ (Pig 53) 

ist, berechnet. Alsdann ergibt sich m = 1 
Mitliin ist 

z = — R Die Indices von z sini 
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Bestimmung von s. 

s liegt in der Zone Rsr', kann mithin vermöge der Zonen- 
gleichung bestimmt werden. Die Indices von R sind 111, die 

13 1 

von r' sind 10 und die von s -x- -^r oder m 3 m 2. 

J J m 

Man findet m = 2. Mithin ist 

2P2 — 

s = —. — r Die Indices von s sind : 1 1 2 1 
4 



Bestimmung von t. 

Die Indices von t seien 11 — oder m m 1 , so ist die 

m 

Gleichung von t 

cos ta = V3 cos tr' = cm cos ta" 

Daraus folgt 

cos ta 
m = 



c cos t a" 

ta ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck tar 

cos ta = cos tr cos 30 

Mithin ist 

cos t r cos 30 cti? t r . cos 30 

m = = — -^ 

c cos ta" c 

Man findet m = 4. Mithin ist 

t = 4 R Die Indices von t sind : 4 4 1 

Dasselbe Resultat erhält man auch mit Hilfe der Gl. 17, S. 26. 

Bestimmung von x. 
Erste Methode, x liegt in der Zone rxs. Die Indices 

von X seien . Die Indices von r sind 110, die 

n n m 

von s sind 13 1. Vermöge der Zonengleichung ergibt sich 

nun n = r. Die Indices von x sind mithin 

m — 1 

m — 1 m + 1 1 111 

oder m — 1, m + 1, 1. 

m mm 717 
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Die Gleichung von x ist 

cos xa V3 cos xr' 



= c cos X a" 



m — 1 m -|- 1 

Baraus folgt 

m + 1 _ Vä^cosxr' 
m — 1 cos xa 

Aus den sphärischen Dreiecken xar und xrr' folgt 

cos xa = cos xr cos 30 + sin xr sin 30 cos xra 
= cos xr cos 30 — sin xr sin 30 cos xrr' 

cos xr'= cos xr cos 60 -{- sin xr sin 60 cos xrr' 

Aus beiden Gleichungen folgt durch Division und Reduction 

cos xr' tg 30 -f- tg xr cos xrr' 

cos xa 1 — tg xr cos xrr' tg 30 

Setzt man 

tg xr cos xrr' = tg y 



so ist 

= tg (30 + 9) 



cos xr' 



cos xa 
Mithin ist 

^il = V3"tg (30 + cp) 

Der Winkel xrr' ergibt sich aus dem rechtwinkligen 
sphärischen Dreieck zrr' vermöge der Gleichung 

^ tg z r' ctg z a" 

^ ^^^ ~ ~^^6Ö ~ sin 60 

Demnach hat man der Reihe nach folgende Gleichungen 

zu berechnen: 

ctfiT z a 
tff xrr' = — . ,.^ tg cp = tff xr cos xrr' 

^ sm öO o T © 

-^-+f = \/3 tg (30 + 9) 
m — i 

Man findet m = 6. Mithin ist n = -^. Folglich ist 
X = — : — Die Indices von x sind : 1 5 6 1 



cos w 
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Zweite Methode. Setzen wir in der Gleichung 

311' + c«kk' + 3c«hh' 



n/3 P + c«k« + 3 c«h« V^3 1'« + c«k'« + 3 c*h'« 

für hkl die Indices von x: m — 1, in -}- li li für h^kT die 
Indices von r: 110, so erhalten wir die Gleichung 

c (2 m — 1) 

cos W = , ==i 

v/3 + 4cMni* — m + 1) 
Daraus folgt 

^ V3 Vi + c« 

Daraus folgt _ 

^ , V^3ctgwVl + c« 

2 m — 1 = ■ 

c 

Setzt man w = xr = 180 — x : r = 12®, so ist 

2 m — 1 = 11, woraus m = 6 

Die Combination weist auf: 



+ R . 


— R . 00 R . 


4 


5 

4 


. «R 


R . 


z . r . 


s 


X 


. t 



Sechstes Beispiel (Rothgiltigerz) ^). 

Die Fig. 54 a repräsentirt eine vierzehnzählige Combination 
des Rothgiltigerzes von Freiberg. Wählt man p zum Gnmd- 
rhomboöder, so sind 

q und z' zwei Rhomboöder — mR 

M ist das trigonale Prisma —^ 

R ein ditrigonales Prisma ooRn 
N das Deuteroprisma 00P2 

a, k und g sind drei Skalenoöder -j ^ — 

i', r', 1', s' und v sind fünf Skalenoöder ^ — 



Vgl. Klein, Einleitung in die Krystallberechnung, Stuttgart 1876, 
S. 373, Taf. XII, Fig. 1. 
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Bekannt ist der Polkantenwinkel von -j-R* Er ist gleich 
108« 42'. 

Femer kennt man a': p = 164® 5' 

g: g'= 171^30' 
g': p =137« 38' 
z': i' = 163« 40' 
z': 1' =152« 0' 
1': s' = 173«54' 
r': 1' =171« 46' 
q: z' = 126«50' 



Fig. 54. 



Flg. 54». 





Die Fig. 54 gibt eine stereographische Projection, soweit 
sie zur Berechnung erwünscht ist. 

Berechnung der Länge der Hauptaxe. 

Aus den Gleichungen sin gz = ctg 60 ctg -^- und 

mc = tg 60 tg gz (S. 134) folgt für ra = 1 und Z = 108«42' 

c = 0,78799 



Berechnung von z'. 

z' liegt in der Zone epz' (Fig. 54). Mithin ergibt sich 
z' = j- R Die Indices von z' sind : 1 1 2 
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Berechnung von a'. 

Erste Methode. Das Skaleno^der 2! liegt in der Zone 
p a' t!. 

Die Indices von p sind 111, die von z' sind 2 2 oder 

011, die von a' sind . Mit Hilfe der Zonen- 

n n m 

gleichung findet man m = ^ =-. Die Indices von a' sind 

mithin 1, 2n — 1, 2 n — 1. 
Die Gleichung von a' ist 



v._^3 



COS a e c ... 

cos a' e = — tr r— = -p, r- COS a e 

2n — 1 2n — 1 



Daraus folgt 

cos a' e 



2n— 1 = 



\/3 ' -' 

cos a' e 



Aus dem sphärischen Dreieck a'ee' folgt 



cos a' e' = sin a' e cos a' e e' 



Mithin 

2 n — 1 == V 3 tg a'e cos a'ee' = tg 60 tg a'e . cos a'ee' 

Der Winkel a'e ist gleich a'p -j- pe» Für die Winkel pe 

und a'ee' findet man leicht: pe = 54® 21 und a'ee' = 65® 32'. 

Alsdann ergibt sich 2 n — 1 = 2, folglich 

3 ^ 3 

n = "TT- und m = -7- 
2 4 

Mithin ist 

_3_p_8_ 

a' = -| — ^—^ äquivalent -1-Rs Indices von a' : (12 3 4) 

Zweite Methode. Setzt man in der Gleichung 
311' + c«kk' + 3c*hh' 



cos w 



V^3 V + c^k^ + 3 c«h2 \1% r« + c*k'« + 3 c«h'« 

für hkl die Indices von p: 1 1 1 und für h'k'l' die Indices 
von a': 1, 2n — 1, 2n — 1, so erhält man: 

3 (2 n — 1) + c« . 2 (n + 1) 



cos w 



v/4c« + 3 \/3(2n — 1)« + 4 c^ (n« — n + 1) 
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"Woraus 



(n— l).2c V^S \/c« + 3 
Daraus folgt 

3 + 4c« 



n — 1 = 



2 c \/3 Vc« + 3 . ctg w — 2 (c« + 3) 

Setzt man hier w = 164® 5', so erhält man 

3 
n = -^ (wie oben). 

Bestimmung von g'. 

Erste Methode. Die Indices von g' seien 

° n n m 

Die Gleichung von g' ist mithin 

. n V 3 y y / // 

n cos g e = -^ r cos g e = mc cos g e 

Hieraus folgt 



^3 cos ff' e' , n cos g' e 



2n-l=l^-55if^undm = -^ 



cos g' e c cos g' e" 

Aus der Fig. 54 ersieht man, dass g'g" = -f gg' = 4® 15'; 
ausserdem ist pg' = 180 — p : g' = 42® 22' 

Man berechne zuerst das rechtwinklige sphärische Dreieck 
pg'g". Man findet pg"= 42 nr 35", <gpg"=6« 18'50" und 
< Pg'g" = 85® 19' 37". Leicht findet man auch pe" = 42® 18'. 

Nunmehr kennt man in dem sphärischen Dreieck pg^e" 
folgende Stücke: pg' = 42« 22', pe" = 42« 18' und e"pg' = 
180 — g'pg" = 173® 41' 10". Die Berechnung dieses Dreiecks 
Hefert uns g'e" = 84« 30' 20". 

Aus dem sphärischen Dreieck g' e e" finden wir g' e = 34® 39' 
imd aus dem sphärischen Dreieck g' e" e' ergibt sich g' e' = 55 ® 55'. 

12 
Daher ergibt sich 2 n — 1 = 1,18, mithin n = 1,09 = yr 

annähemd und m = 11,89 = 12 annähernd. Mithin ist 

12PI? 
g' = — ^ äquivalent 10 R 4- Die Indices von g' sind 1 11 12 1 

Henrich, Lehrbuch der Krystallberechnong. 11 
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ZweiteMethode. Die zwei Zonen g g' und p e" (s. Fig. 54) 

schneiden sich in dem Punkte g". Die Indices von g" ergeben 

sich mithin vermöge der Zonengleichung aus den Indices von g: 

, 2 — n 1 ^ , 1 2n — 1 1 ^ 

1 , denen von s : , denen von p : 

n m ° n n m ^ 

111 und denen von e'': 1. Man findet fiir g" die Indices: 

m (n + 1), m (n + 1), 2 n. 

Setzt man nun in die Gleichung 

Sir + c^kk'-f 3c«hh' 



cos w = 



\/3 P + c«k» + 3 c«h« v/3 r« + c*k'» + 3 c^h'« 

für h kl die Indices von ff': und für h'k'l' 

n n m 

die Indices von g": m (n + 1), m (n -{- 1), 2n, so erhält man 

,, , V3n« 4-m«c«(n + l)» 

cos g g^ = ^ ' 



\/3n^ + 4m«cMl + n« — n) 
woraus 

mc(n— l)v/3 



sin g"g' = 



v/3n2 + 4m2c2(l-J-n2 — n) 
Aus beiden Gleichungen folgt 

mc(n — l)v/3 
■\/3n2 + m2c^(n+ ly 



a) tgg"g 



Setzen wir in die obige Gleichung für hkl die Indices 

von p: 1 1 1 und für h'k'T die Indices von ff': , 

^ ® n n m 

so erhalten wir die Gleichung: 

, 3n4-2mcMn+ 1) 

cos ff p = ' = 

v/3 + 4 c2 v/3 n^ + 4 m^c^l + n» — n) 

Da cos g'g" > cos g'p ist, so kann man setzen: 

cos ff'p 

cos (p = ^-y, 

cos g g 

daraus folgt 

_ v/3 [mc (n + 1) — 2nc] 



sm (p 



v/3 + 4 c« v/m^ c^ (n + 1)» + 3 n 



2 
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und daraus 



, . V^3 + 4 c* . sin y _ mc (n -h 1) 

W " v/m«cMn+ l)* + 3n* 

2ncN/3' 



n/3 Vm«cMn+ 1)^ + 3 n« 
Setzt man 

. mc(n+l) 

c) cos a = ^ ' ^ 

Vm^c^nH- 1)'* + 3n* 
so ist 

,, . nv/3" 

d) sm a = . 

N/m2c«(n+l)» + 3n* 
Setzt man noch 

^ Ä 2c 

tff Ö = — 3r:r 

^ \/3 

so ergibt sich aus der Gl. b: 

V3 + 4 c* . sin 9 ^^ «. . cos (a + S) 

— = 1. — (jQg Qt — tff sm © = > — ^J; — - 

v/3 ö r ^Qg 5 

Daraus folgt 

, , ^. cos 8 . sin © ^3 + 4 c* 
cos (a + 8) = ^-= • 

oder da cos 8 = = ist, cos (a + 8) = sin cp 

\/3 + 4c2 ^ ^ f r 

Aus Gl. a und Gl. c folgt 

n + 1 cos a \/3 



.// — / 



n-1 tgg"g' 
m erhalt man durch Division der Gleichungen c und d. 
Wir haben mithin, um m und n zu finden, der Reihe nach 
folgende Gleichungen zu berechnen: 

-IX i * 2c rtx COH ff'p 

1) tg 8 = -7=r 2) CO» 9 = *; 5, 

^ ^ v/3 ^ coHgV 

3) COS (a + 8) = sm9 4) ^ = .^^-^;;^ 

n V3 ctg a 
' (n -f- 1) c 
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Die Rechnung liefert 
8 = 42^ 17' 40" <p = 420 22' ^ + 8 = 47« 48' 30" 

'^ ' , = 23,2 und m = 11,893 = 12 annähernd, 
n — 1 

Die Berechnung der übrigen Formen bietet keine Schwierig- 
keiten mehr. Wir deuten sie daher im Folgenden nur ganz 
kurz an. 

Bestimmung von k. 

Das SkalenoSder k ergibt sich aus dem Schnitt der zwei 
Zonen Mgk und kpa'z' (Fig. 54a). Man findet 

k = — ^ — äquivalent Rs Die Indices von k sind 13 2 1 



Bestimmung von R. 

Das ditrigonale Prisma R bildet mit dem SkalenoSder k 
horizontale Gombinationskanten ; daher ist 

00 R— 
R = Die Indices von R sind 13 2 

Bestimmung von i'. 

Das Skalenoöder i' liegt in der Zone i'z'z" (Fig. 54). 
z" ist in Fig. 54 a nicht sichtbar. Daher muss vermöge 

der Zonengleichung n = ^ — -j—zr sein. 

Da die Indices von z' 2 2, von z" 112 und von i' 

sind, so kann man leicht z'e", z'e' und e"z'z" 

n n m 

finden. Vermöge der Gleichung von i' ergibt sich dann m = 1, 

4 
mithin n = -^. 

m ergibt sich auch aus der leicht abzuleitenden Gleichung 

^ o 1 4 (3 + c^) 

a) 2 m — 1 = ; -^^ — ■ 

— c V3 V12 + c^ . ctg z':i' — 3 c« 
Mithin ist 

i' = ^ äquivalent j- R2 Die Indices von i' sind 314 4 
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Bestimmung Ton V. 

4 m 

1' li^ in der Zone z'i'l'; mithin muss n = x : — r sein, 

6 m -|- 1 

m ergibt sich aus der 61. a, wenn man statt wf : i' setzt 

z' : r = 152«. Man findet 

m = -^, mithin n = -^ 

r liegt auch in der Zone WY und kann mithin auch ohne 
die Gl. OL bestimmt werden. Es ist 

8 p 3 

1' = ' ' äquivalent j- R« Die Indices von 1' sind 213 2 



Bestimmung von r' und s'. 
Die beiden Skaleno6der r' und s' bilden mit 1' horizontale 

Combinationskanten, folglich haben sie das Zeichen -^ — 

Die Berechnung von m ist für beide Skalenoöder dieselbe, 
m ergibt sich aus der Gleichung 

„ o 9 + 21c« 

2m — 3= 7=^ 



— CV21 ctg l':s' — 7c8 

15 3 

Man findet m = -^, folglich n = -^. Mithin ist 

O a 

s' = ' ' äquivalent g-Rs Die Indices von s' sind 10 515 8 

Das m des SkalenoSders r' ergibt sich aus der Gleichung 
2m-3= ^_9 + 21c' 

cV^21 ctg r':!' — 7 c» 

9 p 8 _ 

r' = — -5— i- äquivalent — x R» Indices von r' sind 3 9 8 



Bestimmung von q. 
Man bestimmt q aus dem Winkel q:z^ = 126^ 50^ Es ist 

2„._i= _i+£! 

— c V3 ctg q:z' — c* 
Man findet m = 5. Mithin ist 

q = — sR Die Indices von q sind 5 5 1 
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Bestimmung von y. 



V liegt in der Zone Nvq und in der Zone g'vv'. Die 
letztere Zone ist durch das Refiexionsgoniometer constatirt 
worden. Man findet 



'P-r 



— »quivuieuu — 5^*^ ^^*' luuiue» vun 


V aiiiu u 


Die Combination weist mithin auf: 




+ R . — R . öR . 2 . 2 • 


aoP» 


p . z' . q . M . R . 


N 


. 'Rs . Rs . loR* . — ;R2 . — ;R8 . 


-:ßs 


a . k . g . i' . 1' 


s' 


. — «Rs . — öRI 

8 5 




r' . V 





Rhombisches System. 

§. 17. 
Berechnniig der rhombischen Pyramide P. 

In der Fig. 55 repräsentire e die Prqjection der rhom- 

Y 

bischen Pyramide P und es sei e g = 90 ^ imd e h = 

der Fläche e, wenn man, wie üblich, b = 1 setzt : 

a cos ex = cos ey = c cos ez 



Daraus 



cos ey - cos ey 

a = ^ und c = 

cos e X cos e z 



167 - 



Fig. 55. 



Flg. 55 a. 





a) Gegeben X und Y, gesucht a und c. 

Da 

Y X 

ey = 90 — Gg = "ö" uiid ex = 90 — eh = — 



ist, so folgt 



a 



cos-f Y 



cos ey 

cos ex cos 4- X 



Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck eyh folgt 

cos ey = cos eh cos hy = cos eh sin zh 
woraus 

cos4-Y 



sin zh 



sin 4- X 



Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck zhe folgt 



cos ez = cos zh sin -j- X 



Nun ist 



c = 



cos ey 



cos-jr Y 



cos ez cos zh sin -j-^ 



und da 



ist, so folgt 



cos 4" Y = sin 4- X sin zh 
c = tg zh 
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um daher a und c zu finden, hat man folgende Gleichun- 
gen zu berechnen: 

cos-j-Y . C08-4-Y 

^^ ^ = ^^^ 1 Y 8mzh = ^ — r-^ c = tgzh 

COS -5- A Sin -5- X 

b) Gegeben X und Z, gesucht a und c. 

Z 

Es sei ef=90 ^, so folgt aus dem sphärischen 

Dreieck ezh 

cos ez = cos eh cos zh 
woraus 

cos 4" Z 

cos z h = ; 

Sin — X 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck eh 7 folgt 

cos e y = cos e h sin z h 
Nun ist 

cos ey cos eh sin zh sin -4~ X sin z h sin 4* X sin z h 
cos ez cos-^Z cos-j-Z sin4~Xcoszh 

folglich 

c = tg zh 
Es ist 

cosey cos eh cos hy sin4-Xsinzh 1 ^ . , 

a= = p— — == j-— : =tg ^X smzh 

cos ex cos-^X cos^X 

um daher a imd c zu finden, hat man zu berechnen: 

cos -7- Z 1 V . ^ 

2) cos zh = -: — 5-— c^tgzh a = tg-j-Xsmzh 

sm -j-X 

c) Gegeben T und Z, gesucht a und c. 

Es ist 

cos ey cos-|- Y 

COS e z cos -j- Z 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck gez folgt 

sin g e = sin z e sin a 
woraus 

cos Y Y 

sm -j- Z 
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Nun ist a = 



cos ey 



cos4 Y 



sin 4" Z sin a 
sin -^ Z cos a 



cos ex sin ez cos a 
folglich a = tg a 

Um daher a und c zu finden, hat man folgende Gleichun- 
gen zu berechnen: 

cos 4- Y cos 4- Y 



3) c = 



sm a = 



a = tg a 



cos 4" Z sin 4" Z 

Setzen wir in den vorstehenden Formeln mc statt c, so 
gelten sie für die Pyramide mP. 

Setzen wir mc statt c und na statt a, so gelten sie für 

die Pyramide mPn. 

m c a 

Setzen wir statt c und — statt a, so gelten sie fllr 

n n 

die Pyramide mPn. 

Setzt man in den Formeln 1 bis 3 -— = 90, so erhält 

man die flir das Prisma ooP geltenden Gleichungen. 



§. 18. 
Berechnung der rhombischen Sphenoide. 

Den Polkantenwinkel (s. Fig. 56) der rhombischen Sphenoide 
bezeichnen wir durch Z', den Kantenwinkel der längeren Mittel- 
kante durch X', den der 
kürzeren Mittelkante durch 
Y'. In der Fig. 55 reprä- 
sentire e die Projection der 
Sphenoidfläche e in Fig. 56. 

Repräsentirt e eine Fläche 

p 
des Sphenoids -^, so sind 

die Indices von e: 1 1 1 
und die Gleichung von e 
ist, wenn man b = 1 setzt: 

a cos ex = cos ey = c cos ez 
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1) Gegeben X^ und Z', gesucht a und c 

In der Fig. 55 ist 

v/ Y' 7' 

ex = S»0 — -^ e V = i^O — — er = 9^3 — ^ 

2*2 2 

Ferner iHt 

co^ eT - cc*s eT 

a = und c = 



cos ex CK>s ez 

AuH dem »phäriächen Dreieck eiz folgt cos ei= sin re cos 2 

c<»s ex sin-pX' 

worrill« 005 tx = — : = ^— - 

sin er cos -^ Z 

AuH dem sphärischen Dreieck yez folirt 

cos eT = sin a sin re = sin a cos 4- Z' 

Man hat daher« um a und c zu finden« fol^rende Gleichungen 
»u b<frw;hnen: 



^ 00s a = 



sm ^r A sm a cos -r- Z 

-• _ 2 



41 cos -^ Z' sin -^- X' 

/ c = sin a ctg 4 Z' 

2) Gegeben X' und Y', gesucht a und c 
Aus dem sphärischen Dreieck eiT folgt 

00s ey = sin ex 00s eiT woraus 

sin-f Y' 

cos eiT = r— — 

cos-j-A 

Aus dem rechtwinkligen sf»häiischen Dreieck exf folgt 
sin ef = sin ex sin exT = cos er 

* 

Hjxi a und c zu finden« hat man folgende Gleidiungen zu 

l>erechnen: 

sin^Y' sin4-Y' 

cos exT 



sin-r-A COS-7-A 

I « = 1 ^. ■ 

f cos -5^ A sm exy 

3) Gegeben Y' und Z% gesucht a und c 
Ä.12S dem sphärischen Dreieck eyz (Fig. o5) folgt 

cos ey = sin ez sin a 
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• 1 "17"/ 

Daraus folirt sin a = ^ — - 

^ cos ^ Z' 

Aus dem sphärischen Dreieck exz folgt 

cos e X = sin e z cos a = cos y Z' cos a 
Um daher a imd c zu finden, hat man folgende Gleichungen 
zu berechnen: 

1 ■\r/ 

sm-ä-Y 
sm — Z 



sin-fy 
cos^Z' 



a 



sin4-Y' 



cos 4" Z' cos OL 



§. 19. 
Berechnung complicirter Combinationen. 

Erstes Beispiel (Aragonit). ^) 

Die Fig. 57 a repräsentirt eine achtzählige Combination 
des Aragonits. Wählt man P zur Grundpyramide, so ist 

N das Prisma ooP 
R das Brachypinakoid ooPoo 
o, k, V sind Domen mPoo 
n und s sind Pyramiden mPn. 

Fig. 57. Fig. 57 a. 





y 




Die Fig. 57 ist eine stereographische Projection der Com- 
bination. Die Yertheilimg der Flächen imd die wichtigsten 
Zonen treten hier dem Beobachter klar vor Augen. 

Vergl. Naumann, Lehrbuch d. reinen u. angewandten Krystallo- 
graphie, 1830, Bd. 2, S. 41, Fig. 518. 



Btkuuiit Mind die Polkantenwinkfi) X und T der Pyramide P 

X = ö:j''.'i0'40" T = 129''32'20" 

ii.kaiuit int ffcmer der Winket o:k = 164<'2' 
Au» den Ol. 1 Seite 168 erhält num 

„ ^ 0,0228 und c = 0,7207 
Mithill int 

11 : b : c = 0,6228 : 1 : 0,7207 

Bestimmung von b. 
k \U,ui in >Ur Zone Pnk (Fig. 57). Setzt man in der 
ZnnxriKlHiiliimw Idr P die Indices 1 1 1, fUr P' die Indices Tl 1 

iiinl l'llr k ilii' linlii'es Ol — oder ml, bo erhält man m =: 1. 

m 
Mitliiii i»l. 

k = Poo 

ItoHtimmung von s. 
1 üonon Nsk und PsR. Die Indices von s 
, dir von R Bind 1 0, die von N sind 110, die 

> I I . Mit Hilfe der Zonengleichung erhält man 

Mitliin i»t 

s = .P. 



Bestimmung von n. 
I'vi'iiiiiiili'ti a und s schneiden sich in horizontalen 
kaiiliMi, mithin sind die Flächen snr' (Fig. 57) 
ml |i' - i'P). folglich n = 2. Da n auch noch in der 
II k li<-^t, H> ergibt sich m = 1. Mithin ist 
a = P» 

Bestimmung von t. 
t>tta l>Miiin lit-^-t in der Zone svs' (Fig. 57). Als Indices 
V vi'hrUt iiitiii dtther 2 1. Mithin ist 
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Bestimmung von o. 

Erste Methode. Die Indices von o seien Ol — oder 

m 

Om 1. 

Die Gleichung von o ist mithin 

— cos oR = c cos or' = c sin oR 
m 

_ ctgoR _ ctg(ok + kR) 
c c 

Die Gleichimg von k ist 

cos kR = c sin kR ctg kR = c 

kR = 54n3' ok= 15058 folglich oR = 70ni 

Nunmehr ergibt sich m = 0,5. Folglich ist 

o = — Poo 

Zweite Methode. Setzen wir in die Gl. 14 S. 26 

(ab)* 11' -f (ac)2 kk' + (b c)* h h' 



cos P P' = 



v/(ab)»P+(ac)»k« + (bc)'^h« V'(ab)M'2-(-(ac)2k'» + (bc)«h'* 

Für hkl die Indices von o: 0ml und für h'k'l' die Indices 

von k : 1 1, so erhalten wir, wenn b = 1 gesetzt wird, die 

Gleichung 

mc2 + l 

cos Ok = . =: 

Vi + c2 Vl + m^c« 
woraus 

. , c (1 — m) 

sm ko = ■ , — 

Vc« + 1 v/m« c« + 1 
(weil m < 1) 

Aus beiden Gleichungen folgt 

. , mc^+1 

ctg ko = —TZ ■ r 

^ c (1 — m) 

^^ cctgko — 1 _ Qg 

c* + c ctg ko ' 

wie oben. 

Die Combination weist folgende Formen auf: 

P.ooP. ooPoo .Poo. 2P2 .P2 .-f Poo • >Pa> 
P.N. R .k.s.n.o .V 



gmttes Beispiel (Weisableierz) '). 
I>w ric- ^^» repräseiilirt eine zehnzählige Combinatdon des 
««Mblmn** ^i' ''^'' '^i'"''^ TaininBk im Nertscliinsker Bei^- 





p«-, Trans baikalitn. W'illilen wir q' zur GTuiidpp-&mide, 

o' eine Pyramide mP 

e' das Prif^ma co P 

f «ü Makiodoma mP<» 

x' lind k' sind Brachydomen mPoo 

i' ist ciiie Pyramide mPn 

w' i'ine Pyramide mPa 

g ibis Briu liypinakoid oo P co 

d das ba^iM-lie Pinakoid oP 



v'-.t =U0»43' 



Bvkanut sind foljjeude \\'iukel: 
= inM4"Ut" (Fig. 5Sa) 
,i:V= 144 •' .«' 
rf;f ^ UtP'eo' 
Vennittelst d^s (.ioiiioiin'ters wurde die Tautozonalität der 
I q'Vq" (Pig. öS) constatirt. 

> Ver^l. N. T. Kok^litLi'o«-. Jlal. lor Km«r»Iogie Rasslanda, Bd. VI, 
tt. f., T»r. LXXl-\, tig. 1.1; T^rs!. auvli C. Klein. Einleitong in die 



W 
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Die Fig. 58 ist eine stereographische Projection der Com- 
bination. Die Vertheilung der Flächen und der Zonenverband 
treten dem Auge klar hervor. 

Bestimmung von k'. 

Die Indices von k' seien 1 — oder ml. Da k^ in der 

m 

Zone q'k'q" (Fig. 58) liegt, so ergibt sich m = 1. Mithin ist 
k' = P 00 Die Indices von k' sind 11 

Bestimmung des Axenverhältnisses. 

Das Dreieck q'dk' (Fig. 58) lässt sich berechnen; denn 
man kennt darin dk' = 180 — d : k' = 35^52'; femer ist 

dk'q' = 90 und q'dk' = ge' = 90 — pe' = 90 — y ee' = 

58^37' 5" 

Man findet 

q'd = 54^14'10" k'q' = 430 50'45" 

folglich 

q'p = 90 — k'q' = 46«9'15' 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck k'gq' erhält man nun 

gq' = 65«0'14" 

Die Gleichung der Fläche q' ist, wenn man b = 1 setzt': 

a cos q'p = cos q'g = c cos q'd 

daraus 

cos q'g cos q'g 

cos q'p cos q'd 

Die Rechnung ergibt 

a = 0,6098 und c = 0,7229 
Mithin ist 

a : b : c = 0,6098 : 1 : 0,7229 

Bestimmung von f. 
Die Indices von f seien mOl, so ist die Gleichung von f 

— cos f p = c cos f d 
m 



:// 
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folglich ist 



a 



m = — te f d 
c ° 

Die Rechnung ergibt 

1 

Mithin ist __ 



Bestimmung von o'. 

1 1 

Die Indices von o' seien 1 . Da o' in der Zonee'q'o' 

n m ^ 

liegt, so muss vermöge der Zonengleichung n = 1 sein. Da o^ 
auch in der Zone o f o' liegt, so ergibt sich m = -jr-. Mithin ist 

Bestimmung von x'. 
x' liegt in der Zone o'x'o" (Fig. 58). Die Indices von x' 
seien Ol — oder 0ml. Mit Hilfe der Zonengleichung findet 

nuui m = -V Mitliin ist 

Bt>rechuttnjj von w' 

Krste Methode, Die Indioes von w' seien 1 . Die 

n m 

Oloiohuujr vv^u w* iiit daher, wenn b = 1 g^esetzt wird« 

«^ c\v? w* 1^ --- n cvv-i Vg = cm cv>^ w'd 

tt -■ = - m ^— 

V\V5 W j* C i'vXsi W* d 

Matt ier.u5 die WivAvl 
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Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck w'nf erhält 
man nun 

fn = 36^29'10" 
und da df = 30^40' 

ist, so ist nd = 67ö9'10" 

und pn = 22«50'50" 

Nunmehr berechne man das sphärische Dreieck w'np. Man 

findet 

pw' = 27^28'50" und npw' = 35<^54' 

Aus den beiden rechtwinkligen sphärischen Dreiecken w' np 

und w'nd folgt 

cos w'p = cos w'n cos np 

cos v/d = cos w'n cos nd 

Durch Division erhält man 

cos w' p cos p n 

cos w'd cos nd 

Mithin ist 

a cos pn ^ 

m = ^-r- = 2 

c cos nd 

Aus dem sphärischen Dreieck gw'p folgt 

cos w'g = sin w'p sin npw' 

w'g=74n8' 

Nunmehr erhält man 

a cos w' p ^ 

n = T-^ = 2 

cos w g 

Mithin ist 

w' = 2 P2 

Zweite Methode. Setzt man in der Gl. 14, S. 26 
für hkl die Indices von n: mOl, für h'k'l' die Indices von 

w': 1 , so erhält man 

n m , 



, n V'a^ + m* c^ 
cos nw = = 

VN 



woraus 

sin nw = 



y a m c 



VN 
worin N = m* c* n^ -]- m* c* a* + ^^ ^^ 

Henrich, Lehrbuch der Krystallberecbnong. 12 



Setzt man in dieselbe Gleichung ftlr hkl die Indices von f: 

1 2, fllr b'k'l' die Indices von v/: 1 , so erhält man 

n m 

,._ n (pic*-|- 2a') 

~ V'c'' + 4a* VN 

Aus dieser und der vorhergehenden Gleichung folgt 

cos w'f VC* + 4a' _ " 



-T + : 



COS nw' Va' -|- ra* c' Va* -|- m' c* 

Setzt man 



Va' -f- m' c' 
so ist 



= cos (p 



arp = - 



Va* + m' c* 

Durch EinfUlirung dieser Grössen in die vorhergehende 

Gleichung ergibt sich 

coa w'f \ c* + 4a* . 2a . , , 

; = cos (p H sra « = cos 5 + ctg n sin cp 

c cos n w ' c ' * ° ' 

2a 
ctga = — 

setzt. Nunmehr folgt 



c cos n w 

Es ist aber sin a = — . mithin 

\c»-f4a* 
. , . cos w'f 

SIU (» — 7) = ^^ , - 

UImI iI« 

nio , , , nmc a 

ctg r = und tir u W = — - — = — cos y 

* " u \ a' ^ m* c' 1 

i^ si> h«t man d^rR^ilie uach folireude Gleichungen zu berechnen: 



h 



cos nie 
a cos : 

^nw* 
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Bestimmung von r'. 

Die Indices von r' seien — 1 — . Da r' in den beiden 

n m 

Zonen q'r'g und e'r'k' liegt, so erhält man mit Hilfe der Zonen- 
gleichung m = n = 2. Folglich ist 

r' = 2P2 

Die Combination weist auf: 

P. ooP. ooPoo.Poo.4-PoD.4PoD.-fP. 2 Pi.aPa.oP 



q' . e' . g . k' . 



f . o' . w' . r' . d 



Drittes Beispiel (Asparagin) ^). 

Die Fig. 59 a repräsentirt eine vierzählige Combination des 
Asparagins. Eine allgemeine Bestimmung lehrt, dass 

p 

o das Sphenoid ^ 



und 



p das Prisma ooP 

c der basische Hauptschnitt oP 

q ein Brachydoma m P oo ist. 



Flg. 59. 



Fig. 59 a. 





Vergl. Groth, Poggendorffs Ann. 135, 651 und auch Groth, Phy- 
sikalische Krystallographie, 1876, S. 372, Fig. 445. 
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Viertes Beispiel (Bleivitriol) ^). 

Die Fig. 60 a repräsentirt eine elfzählige Combination des 
Bleivitriols von Anglesea. In dieser Fig. 60 a läuft die Brachy- 
diagonale nicht, wie in den vorhergehenden Figuren, auf den 
Beobachter zu, sie geht hier von links nach rechts und die 



Fig. 6Ü0. 



Fig. 60 a. 





Makrodiagonale läuft auf den Beobachter zu. In Fig. 60 da- 
gegen geht die Makrodiagonale wie gewöhnlich von links nach 
rechts. Sehen wir z als Grundpyramide an, so ist 

e das Prisma ooP 
f der basische Hauptschnitt oP 
t das Brachypinakoid oo P oo 
s und 1 sind Makrodomen m P oo 
r ist eine Pyramide mPn 
n ein Prisma ooPn 
und q sind Brachydomen m P oo 
p ist eine Pyramide m P n 
Bekannt sind die Winkel (s. Fig. 60 a) 

s : d = 129^24' 1: d = 112^19' 

e' : e = 76« 16' 30" o : f = 127«47'45" 

q: f= 104^30' o : r = 153«18' 

p: s = 155m' p: e = 142^^57' 

Vergl. V. V. Lang^ Versuch einer Monographie des Bleivitriols. 
Sitzungsber. der k. k. Akademie der Wissensch., 1859, Bd. 36, Fig. 80. 
Vergl. auch Klein, Einleitung in die Krystallberechnung, S. 206, Taf. VI, Fig. 6. 
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Bestimmung von n'. 

r 

n' liegt in der Zone n'qz. Die Indices von n' seien — 10 

oder 1 n 0, so folgt vermöge der Zonengleichung n = 2. Mit- 
hin ist 

n' = 00 P2 

Bestimmung von r. 

Die Indices von r seien — 11, so findet man leicht 

n 

__ c ctgor __ c (tgl80 — 0:r)__^ 

~" Vi + c' a ^ Vi + c* a ■" 

Mithin ist 

r = P2 

Bestimmung von p. 

p liegt in den Zonen zps und epl (Fig. 60a). Daher 
ergibt sich leicht 

r 4 -^ 2 

Wtisste man nicht, dass p in diese beiden Zonen fiele, so 
könnte es nach folgender Methode berechnet werden (s. Fig. 60). 
Gegeben p e = S?^' 3' und p s = 24» 49'. 

Aus den Indices von e d und 1 berechne man die Winkel 
ed = 38ö8' und le = 72^37' 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck 1 e d folgt nun 

led = 75«46'20" = a 

Sind die Indices von p: 1 , so ist die Gleichung 

von p: 

a cos pd = ncos^t = mc cos p f 

Daraus folgt 

a cos p d 

n = ^ 

cos p t 

Aus den sphärischen Dreiecken ped und pet folgt 

cos p d = cos p e cos e d -}" sin p e sin e d cos a 
cos p t =: cos p e cos et — sin p e sin e t cos a 



/ 
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verschiedenen Winkel bildet. Diese Gleichung lässt sich leicht 
in folgender Weise zu einer brauchbaren umgestalten. 

Die Fig. 61 repräsentirt diesmal eine Projection auf die 
xz-Ebene. Es sei zyx= 180 — ß und es repräsentire e die 
Projection der Krystallfläche hkl und o die der Krystallfläche 
01 (basischer Hauptschnitt), so ist xyo = 90. Es sei ferner 
yx' senkrecht auf yz. 

Fig. 62. 




-or' 




Aus dem sphärischen Dreieck eyx folgt 

cos ex = sin ey cos eyx = sin ey sin eyo 

Aus dem sphärischen Dreieck eyz folgt 

cos e z = sin e y cos e y z = sin e y sin eyx' 

Setzt man diese Werthe fllr cos ex und cos ez in die obige 
Gleichung der Krystallfläche e, so erhält man für die Krystall- 
fläche e die neue Gleichung: 

1) -T- sin eyo = -rr ^^S ®y = "T" ^^^ ®y^' 

Dieselbe Gleichung gilt auch für die Fläche e', deren In- 

dices hkl sind; nur muss man in der Gl. 1 e' statt e schreiben. 
Der Beweis wird mit Hilfe der beiden Dreiecke e'yx und e'yz 
geführt und bietet keine Schwierigkeiten, wesshalb wir ihn 

tibergehen. Die Gleichung der Fläche e', deren Indices hkl 
sind, ist demnach nicht 



. ^ --_;.■- = ^ sin e Tx 

... ^. r '•" .^ .f : itren Indices bkl sind, ist 

c . ' , 

= _ . ■;; e.»" ^ -j- sin eri 

. ■ ,_l:i ^ diu Fläche e, derea Indices 
■ . L ,..> — ~tiir leicht- 

..-.^«riwMF c«apUrirt»r Ciystalle. 



^B» "Äispisl (Honiblecde vom Ve^cvi, 

-, t [■.•a«;f;:Ln eiue iwölälhüje CjinbiEarioii der 
., ^ ,*uv, I>ie Fij. »>t» iit ein.« Pprije^tioQ aut 
.vulu im Pri?nici:£lib.e M, Ke Kliiioüasoiiale 




r j-,;. .i;r -■ic*::'^^ Hemir^ruriie liegt 

W ■ - »i^.Ur r i;ir f':t>;nTtB Gnmd- 

> <v.;v, V<is;*v>.;;; It j,;:yi!Ä h:.:::, Ihe Fig. 63 ist 
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Es ist s das Orthopinakoid ooPaö 

q eine negative HemipjTamide — mPn 

e ein positives Hemiortliodoma -[- mP a5 

X das Elinopinakoid ocPob 

c eine positive Hemipyramide + mPii 

t eine negative Hemipyramide — mPn 

d' ein Klinodoma mPoo 

M das Prisma ooP 

k ein Prisma ooPn 

1 eine positive Hemipyramide ^mPn 



Fig. 64. 



Fig. 64 a. 




K 



M' 





Bekannt sind die Winkel ^) : 

p : s = 1040 58' M : M' = 124« 11' 

r : r' = 148<> 28' x : k' = 147« 49' 

c:x = 130^15' 

Hieraus ergeben sich für die Fig. 63 die Winkel: 

ps =75« 2' tr = 15M6' sM' = 27« 54'30" 

xk'=32m' cx = 49M5' 

Bestimmung des Axenverhältnisses. 

Es ist (Fig. 63) ps = ß = 75^ 2' 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck spM' folgt 
(s. Fig. 63) 

tg spM'= ^.^^ 
^ ^ sm ß 

') Die FuDdamental Winkel sind der Tabelle aus der Mineralogie 
von Des-Cloizeaux ^ 1862, T. I, p. 77 und 78 entnommen. Vergl. auch 
Klein, Einleitung in die Kiystallberechnung, S. 250, Taf. VII, Fig. 7 u. 7 a. 



mithin 



Aus Jem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ptr folgt 
sin pt = ctg tpr tg tr = ctg spM' t^ tr 



sin pt : 



sin ß tg tr 



tg sM' 

Die Gleichung der Fläche r ist, da rxp = pt ist: 
a sin pt = b ctg rx = c sin rxs 
worniis, wenn wir, wie üblich, b = ! setzen, folgt : 

sin pt 
Daraus 



Dnhev 



a = 0,54826 und c = 0,29377 

» : 1> : c = 0,54826 : 1 : 0.29377 

Bestimmung tod V. 

Dil- In.Iiccs ili?r Fläche k' sind: — 10. Die Gleichung 
^v|■ FliU-h.' 1^' isi .iiithin: 

!iii »in k'x]' =clgk'x und, da k'xp^ps^ß ist. 
ctc k'x 
a sm ^ 
Uioi'rtws iVd^t n = 3, mithin ist 

k' = x pj 

ßestiiumung von c. 
c li«^ in Avr Zoue x c r. Venuöce der ZonengleichuDg 
AJttt. i»f* c it«s /t'tt'hen mPiü haben mu^. 







sii'.il 1 — , mithin bt die Glei- 



,:;,,= -r> 
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Alle übrigen Flächen ergeben sich aus dem Zonenverbande 
vermöge der Zonengleichung. 

Die Zone rd'M' liefert d' = 2Pöo 

Die Zone erd' liefert e = -\-iP'ö5 

Die Zonen Mir und xle liefern 1 = + »P 

Die Zonen M'q'p und q'd'c liefern q' = — P 

Die Zonen tqq' und t'd'r liefern t' = — sPa 

Die Combination weist mithin auf: 

+ P . OP . OOPÖÖ . — P . 2P^ . OOPOO . sPs . -sP» 

r . p . 8 . q' . e . x . c . t' 

. sPoo . ooP . ooPs" . 2P 

. d' . M . k . r 



Zweites Beispiel (Orthoklas) ^). 

Die Fig. 65 a repräsentirt eine siebenzählige Combination 
des Orthoklases. Die Fig. 65 ist die stereographische Projection 
der Combination. Die Orthodiagonale geht von links nach 



Flg. 65. 




7' 



Flg. 65 a. 




M 




rechts, die Klinodiagonale gehe in der Fig. 65 a der Fläche P 
parallel, steige mithin vom Beobachter aus in die Höhe. Wählen 
wir o zur Grundpyramide, so ist o die positive Hemipyramide 
-f- P; ferner ist 



Vergl. N. V. Kokscharow, Mat. z. Min. Russl., 1867, S. 115 u. 329 
und G. V. Rath, Pogg. Ann., 1868, Bd. 185, S. 454. 
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P der basische Hauptschnitt, 
T ein Prisma ooPn 
n ein Klinotloma m P ä> 
M das Klinopinakoid oo P ä 
X und y sind Hemiorthodomen -j- mPöö 
Bekannt (s. Fig. 65 a) sind die Winkel 
P: T = 112M3' T':T = U8M7' o' : o = 126» 17' 

P : n = 153» 30' und {s. Fig. 65) Py = 80» 18' 

Bestimmung von T. 




T liegt in der Zone oTp 


(s. Fig. 65 a); ans der Zonen- 


gleichung folgt n ^ 1, mithin ist 




T = 


= »P 




Bestimmung des Äxenverh 


ältnisses und des Winkels ß. 


Aus dem rechtwinkligen 


phürischen Dreieck PTi 


folgt, 


d.l Tx' — 3 ist. 






cos 3 = 


cosPT 
cos x'T 




Iln PT = ISO — P : T und i'T = 90 ~ i-i-i 


ist, so 


>i)idel nun: 






? = Ö3 


' 56' -20" 




Die Oieidmng der Fläche T, deren Indices 1 1 sind, ist; 


a sin TMP 


= ctg TM 




Trenn b = l gesetzt wird. 






tlnrans fblgt. da TMP = 


Pj' = J ist; 




ctg TM 
" •= rin TSIP = 


sm ^ 




^ &D8 dem rechtwinkli^n 


phärisehen Dreieck PTs 


folgt 


W siuTPi's 


sin x'T 
' sinPT 




pna« Endet niAn 






i TPssol 


x = SS'±^ 
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Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck Pxo folgt nun 

sin Px = ctg oPx tg xo 

Daraus findet man 

Px = 50n6' 

Die Gleichung der Fläche o, deren Indices 111 sind, ist 

a sin xP = ctg oM = c sin xx' 
Daraus folgt 

_ ctgoM _ tgox _ tg ox _ 
sm XX sm xx sm (ß + P x) 

Das Axenverhältniss ist mithin: 

a : b : c = 0,65842 : 1 : 0,55527 

Bestimmung von n. 
Die Indices von n seien ml, so ist die Gleichung von n: 



Daraus 



— ctff nm = c sin nMx' := c sin ß 

m ^ ^ 



__ ctg nm tg Pn _^ - 

"~ c sin ß c sin ß "~ 



Mithin ist 



n = Poo 

Bestimmung von y und x. 

Die Indices von y seien 1 — , so ist die Gleichung von y : 

a sin Py = mc sin (ß + Py) 
Daraus folgt 

asinPy __ 
csinCß + Py)-"^ 
Mithin ist 

J = -\- 2P 00 

Die Indices von x ergeben sich aus der Zone o'xo. 
Die Combination weist mithin auf: 
ooP . xPdb . oP . Poo . +P . +Po5 . + jPöö 
T.M.P.n.o. X. y 
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Drittes Beispiel (Tribenzhydroxylamin) ^). 

Die Fig. 66 a repräsentirt eine dreizählige Combination 
des Tribenzhydroxylamins. Die Klinodiagonale steigt vom 



Flg. 66. 



Flg. 66». 





r' 




Beobachter aus in die Höhe. Die Fig. 66 ist eine stereographische 
Projection der Combination. Wählen wir cc' zur negativen 
Grundpyramide, so_ ist (s. Fig. 66 a) 

TT' das Prisma und 

n n' eine positive Hemipyramide oder ein Klinodoma m P ob 

Bekannt sind die Winkel (s. Fig. 66 a): 

T : T' = 96« 36' c : c' = 149« 24' c : T' = 118« 14' 
n : n' = 146« 50' und n' : c' = 162« 50' 

Aus diesen Winkeln findet man für die Fig. 66 die Winkel : 

cy ^ 74« 42' cT' = 61« 46' yT' = 48' 18' 

nc = 17« 10' und no = 16« 35' 



Berechnung des Axenverhältnisses und des Winkels ß. 

Die Indices der Fläche c sind 111, die der Basis o 
smd 1. 



Vergl. die MittheiluDgen von C. Klein in den Annalen der Chemie 
und Pharmacie, Bd. 166 ^ p. 181 und s. auch C. Klein, Einleitung in 
die Krystallberechnung, 1876, S. 258. 
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Die Gleichung der Fläche c ist, wenn b := 1 gesetzt wird: 
a sin cyo = ctg cy = c sin cyx' oder da 
cyx' = fx' und cyo = fo ist: 

a sin f o = ctg cy = c sin fx' 

Daraus folgt 

_ ctgcy _ ctg cy 

sm 10 sm IX 

Um fx' zu finden, berechne man das sphärische Dreieck 
cyT', dessen drei Seiten bekannt sind. Die Rechnung ergibt: 

fx' = 65^ 35' 54'' und ycT' = fco = 50<> 30' 44" 

In dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck f c o kennt man 

f c und f c ; mithin kann es berechnet werden. Die Rechnung 

ergibt : 

fo= 17^5' 25" 

Da ß = ox' = fx' 4" fo ist, so folgt 

ß = 83^21' 20" 

Aus den oberen zwei Gleichungen findet man: 

a == 0,8971 c = 0,3004 

Daher 

a : b : c = 0,8971 : 1 : 0,3004 

Berechnung von n. 

n kann eine Klinodomenfläche, kann aber auch eine Pyra- 
midenfläche repräsentiren. 

Gesetzt n sei ein Klinodoma mP öo. ^In diesem Falle müsste 
die Kante, in der sich die beiden Flächen n und n' schneiden, 
der Klinodiagonale parallel sein. Die Senkrechte vom Axen- 
mittelpunkte auf diese Linie müsste daher mit der Senkrechten 
auf die Basis zusammenfallen. 

Die Indices des Punktes n seien Ol — , so ist die Glei- 

m 

chung von n: 

tg no = mc sin ox' 

Aus dem sphärischen Dreieck nyc, dessen drei Seiten 
bekannt sind, folgt 

cos nc = cos ny cos cy -f- sin ny sin cy cos fo 

Henrich, Lehrbach der Krystallberecbnung. 13 
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Aus dieser Gleichung folgt 

£0=17^48' 

Oben wurde f o = 17<> 45' 25" gefunden. 

Beide Werthe für f o stimmen so genau miteinander über- 
ein , dass die kleine Differenz von 2' 35" auf Rechnung der 
Beobachtungsfehler zu setzen ist. Aus der Gleichung 

m = — V ; findet sich m = 1. Mithin ist 

c sm o X 

n = Pdb 



Viertes Beispiel (Epidot) ^). 

Die Fig. 67 a repräsensirt eine ISzahlige Combination des 
Epidots aus dem Untersulzbachthal im Pinzgau. Die Klino- 
diagonale fällt von links nach rechts herab, die Orthodiagonale 



Flg. 67. 



Flg. 67 a. 





läuft auf den Beobachter zu. Wählt man M zu oP, n zu + P 
und T zu 00 P"^, so ist 

f das Elinopinakoid ooPdb 

e und 1 sind negative Hemiorthodomen — mP^ 



S. die Mittheilungen von C. Klein im ^Keuen Jahrbuch für Mi- 
neralogie", 1872, p. 113; vergl. auch Einleitung in die Krystallberechnung 
von C. Klein, Stuttgart 1876, S. 237, Taf. VII, Fig. 3; vergl. auch: üeber 
die Krystallformen des Epidot von H. Bücking, Zeitschrift für Krystallo- 
graphie, Bd. 2, S. 321. 
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ß, q und r sind positive Hemiorthodomen -f- mP^ 

Y und o sind Klinodomen mPc» 
. z ist das Prisma oo P 

a', b, y und d sind positive Hemipyramiden + niP^ 

V ist ein Prisma ooPn 

8 eine negative Hemipyramide — mPn 
Bekannt sind die Winkel (s. Fig. 67 a): 



M:T — 115«24' 


M 


:ß — 145»39' 


M : r — 63» 42' 


M; 


;1 — 133» 50' 


z : z' — 109» 59' 30" 


T: 


q — 154» 2' 


f:d — 170» 


M: 


Y — 140« 48' 


M:e — 145» 17' 40" 


T: 


b— 79"* 53' 



Die Fig. 67 ist eine stereographische Projection einiger 
Flächen der Combination. In dieser Projection geht die Ortho- 
diagonale von links nach rechts. 

Berechnung des Axenverhältnisses und des Winkels ß. 

Der Winkel MT = 180 — M : T ist = ß = 64« 36' 

Die Indices von z' (Fig. 67) sind 110. Die Gleichung 

von z' ist: 

a sin MT = ctg z'f = tg Tz' 

wenn M die Projection der Basis (0 1) ist. Aus dieser Glei- 
chung folgt 

^ ^ tgTz' _ tgTz' _ tg -f (z : zQ 

sin M T sin ß sin ß 

"^ ~~- — aA n ou^ ^^^ 1,58073 

sm d4^ ob 

Da r' (Fig. 67) in der Zone nr'n' liegt, so findet man 

für r' die Indices 10 1. Die Gleichung von r' ist mithin 

a sin r'M = c sin r' T 
woraus 

a sin r'M 

^~ sinr'T 
Nun ist 

r'M=180 — Mr = M:r=68U2'undr'T = ß + r'M=128n8' 

Mithin ergibt sich 

c = 1,80574 






— 196 — 

BerechDung von e und 1. 

Die Indices von e seien 1 — , so ist die Gleichung von e: 

m 

a sin Me = mc sin eT 
woraus 

a sin M e a sin M e 



m 



a sin eT c sin (^ — Me) 
Da Me = 180 — M : e = 34« 42' 20" ist, so folgt m = 1. 
Mithin ist 

e = — Pöö, ebenso findet man 1 = — »P"55 

Berechnung von ß. 

Die Indices von ß seien 1 — . Die Gleichung von ß ist 

m 

a sin Mß = mc sin ßT (Fig. 67) 
Daraus 

a sin M ß a sin M ß 1 



m = 



csinßT csin(Mß-l-ß) 2 

Mithin ist 

ß = + -f P X 

Berechnung von q' (Fig. 67). 

Die Indices von q' seien 10 — . Die Gleichung von q' ist 

a sin Mq' = cm sin q'T 
Daraus 

_ asinMq' _ a sin (q'T — ß) _ a sin 89<> 26' _ 

^ "" c sin q'T ~ c sin q'T ~" c sin 154^ 2' ~ 

Mithin ist 

q' = + »Plc 

Berechnung von 8. 

Die Indices von 8 seien — 1 — 

n m 

Weil 8 in den beiden Zonen T6n und z6 liegt, so ergibt 

sich vermöge der Zonengleichung m = n = 1. Mithin ist 

8 = — P 



't 
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Berechnung von y. 

Die Indices von y seien 1 — . Die Gleichung von y 

m 

ist daher 

tg My = mc sin MT = mc sin ß 
Daraus 

^^^ tgMy ^ _1^ 
c sin ß 2 

Mithin ist 

Berechnung von d (Fig. 67). 

Die Indices von d seien — 1 — . Da d in der Zone fdn 

n m 

liegt, so folgt vermöge der Zonengleichung m = n. Die Indices 

von d sind jetzt : — 1 — oder 1 n 1 . Die Gleichung von d ist 

n n 

mithin 



Daraus 



a sin r'M = — ctg df = c sin r'T 

n 



n = P- — jTT = 4,0015 = 4 annähernd. 

a sm r M 



Mithin ist 

d = + 4Pi 

Berechnung von b (Fig. 67). 

Die Indices von b seien — 1 — . Weil b in der Zone 

n m 

T8n liegt, muss m= 1 sein. Die Indices von b sind daher 

- 1 1. Die Gleichung von b ist mithin 

a n sin s M = tg b s = c sin s T 

Daraus 

c sin sT 

^ = • "" Ulf' 

a sm s M 
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Der Winkel T s ergibt sich aus dem rechtwinkligen sphä- 
rischen Dreieck b s T, wenn der Winkel b T s desselben bekannt 
ist. Der letztere kann aus dem rechtwinkligen sphärischen 
Dreieck nr'T berechnet werden, wenn nr' zuvor ermittelt 
worden ist. 

Die Gleichung von n, deren Indices 111 sind, ist 

a sin r'M = tg nr' = c sin r'T 

Daraus folgt 

tg nr' = a sin r'M 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck nr'T folgt 

m / sin r' T sin r' T 

ctg nTr = -7 7- = — ; — jzTjr- 

° tgnr asmrM 

Daraus 

nTr' = 61M' 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck bsT folgt 

tgTs= cosr'TntgTb 
Daraus 

Ts = iions' 

Mithin ist 

Ms = Ts — MT = 45«37' 

Nunmehr folgt aus der obigen Gleichung für n: 

n = 1,5 = — 

Mithin ist 

b = + P4 
Die übrigen Flächen ei^eben sich aus dem Zonenverbande. 
V liegt in der Zone tSy* Vermöge der Zonengleichung 

ergibt sich 

V = QcPt 

y' liegt in den beiden Zonen n'y'T und y'qy" rechts 
Ycai q (Fig. 67 a). Aus der Zonengleichung findet man 

a ergibt sich als Durchschnitt der beiden Zonen azS 

und av*q 

a = -r tP 

o liegt in der Zone no& Mithin ist 

o = Poc 
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Die Combination weist folgende Formen auf: 
+ P . oP . ooP-öö . ooPdb . — P . ooP . +P^ 
n.M.T . f .S.Z. r 

. — P-Öö . — 2P00 . + -f P-öo . + »P oö . -f P 00 

e . 1 . ß • q • T 

. 4P4 . +P4 . OOP2 . «P« . 2P . POD 

. d . b . V . y' . a . o 




Has trikline Krystallsysfem, 



Uta! hulices der Krystallfläche P in Fig. 68 seien hW. 
■j^ 'ÜMchttog dieser Fläche ist auch in diesem System 

n n "> n <^ n 

-^ COM P\ ^ -j- COS i*y = -p cos rz 



h ^"^ ' ' b " 1 

tu ÜWicv Form fiiidtt aber die Gleichung keine Anwendung, 
t, T unil z i'epriisentiren nicht die Pole der Krystall- 
flächen 10 0, 10, 1, 
sondern sind die Punkte auf 
der Oberfläche der Kugel, in 
denen diese von den drei 
Axen durchstochen wird. Um 
eine für die Berechnung 
brauchbare Formel zu er- 
halten, formen wir die Glei- 
chung in folgender Weise um. 
Durch xy, xz und yz 
denken wir uns grösste Kreise 
gelegt und construiren die 
Pole dieser Kreise. Es sei 
A der Pol des Kreises zy; 
) repräaentirt mithin A die Fläche, deren Indices 10 sind, 
bt B der Pol des Krei.ses xz, so repräsentirt B die Fläche 
fO 1 0, und C repräsentirt die Fläche 1, wenn C der Pol 
I Kreises xy ist. 
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Es ist nun leicht einzusehen, dass auch z der Pol von 
AB, y der Pol von AC und x der Pol von BC ist. Es ist 
mithin nach einem bekannten Satze der Stereometrie: 

yz = a = 180 — GAB 
xz= ß = 180 — CBA 
xy= Y = 180 — AGB 

Legen wir durch je zwei Punkte auf der Oberfläche der 
Kugel einen grössten Kreis, so erhalten wir, ausser anderen, das 
sphärische Dreieck PGx, aus dem folgt 

cos Px = sin PG cos PGx, Jenn x ist der Pol von BG, 

mithin ist xG = 90^. Da x von jedem Punkte des Kreises 
BG einen Abstand von 90« hat, so ist < xGB = xGB' = 90« 
und < PGx = 90 - PGB', folgHch ist cos PGx = sin PGB' 
= sin (180 - PGB) = sin PGB. Die vorstehende Gleichung 
geht daher über in die folgende: 

a) cos Px = sin PG sin PGB 

Aus dem sphärischen Dreieck PBx folgt in analoger 
Weise, weil xB = 90« ist, 

b) cos Px = sin PB cos PBx = sin PB cos (90 — PBG) 

= sinPBsinPBG 

Aus dem sphärischen Dreieck PyG folgt, weil yG = 90« ist, 

cos Py = sin PG cos PGy = sin PG cos (90 — PGA') 

= sinPGsinPGA' 

c) cos Py = sin PG sin (180 - PGA) = sin PG sin PGA 

Aus dem sphärischen Dreieck Py A folgt, weil y A = 90« ist, 

d) cos Py = sin PA cos yAP = sin PA cos (90 — PAG) 

= sin PA sin PAG 

Aus dem sphärischen Dreieck PzB folgt 

e) cos Pz = sin PB cos zBP = sin PB cos (90 — PB AO 

= sin PB sin PB A' = sin PB sin PB A 

Aus dem sphärischen Dreieck PzA folgt 

f) cos Pz = sin PA cos PAz = sin PA cos (90 - PAB') 

= sin PA sin PAB' = sin PA sin PAB 



s^,- man di* Wertbe für cos Px, cos Py und Pz ; 
» A <. i>, c. d, e, f in die Gleichong 

vAj.> <>iAH diu Gleichungen 



. I luuptgleichungen des triklinen Systems gelten, was 
ii-wi'inen ist, wenn die Indices von? sind: hkl oder 
likl oder hkl. Der Pol P mag mithin auf der oberen 

4 dherflUche der Kugel liegen wo er will, die Ol. 1 

ul.tig. 



lioreohnnng complicirter GombinationeiL 



I 



Entee Beispiel (Albit). 

l'iiT. tÜ'.^A repräsentirt eine zwSl&ählige Combination 
1^ ni(? Fi^. (>!' ist die stereograpMsche Projection der 
iii.-ii, Wälilon wir P «um basischen Haopischuitt, 
)<i.K'li,vitiiiAktm) und o lur Gnmdpyruuide, so ist: 

I oin IVisiua ac 1',* n 

T piu IMsma at/Pn 

V dit» IVnuuidu ^ 

( <nn IVi»:»ut x P.'n 

( oiw IVi»(i)Ut ar .'Pn 

\ w»d _\ swvj IVwä« inj*,! 
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Bekannt sind die Winkel ^) : 



T: 1 
P: 1 
P:T 
P:M 



120 «47' 

114« 42^ 

110« 50' 

93« 36' 

Fig. 69. 



P : = 57« 48' = Po' in Fig. 69 
M:f = 149«35' 
M' : n = 46« 50' (Fig. 69) 



Flg. 69 a. 





Berechnung von 1 und T. 

1 liegt in der Zone IPo' (o' hinten, in der Fig. 69 a nicht 
sichtbar), daher ergibt sich vermöge der Zonengleichung: 

l = ooP,' 

und T liegt in der Zone TPv' (v' hinten, in der Fig. 69a 
nicht sichtbar), daher 

T = oo/P 

Construction des Poles P des basischen Hauptschnitts 

(Fig. 69). 

Im triklinen Systeme muss der Pol P des basischen Haupt- 
Bchnitts durch eine besondere Construction geftinden werden, 
die man auch in den anderen Systemen für eine Fläche zur 
Anwendung bringt, die nicht durch den Zonenverband, sondern 
nur durch die Winkel, die sie mit anderen Flächen bildet, zu 



Die Winkel sind dem Werke: Manuel de Mineralogie par De»- 
Cloizeaoz, T. I, p. 318, entlehnt. 
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construiren ist. In der Fig. 69 kann das Dreieck TPl berechnet 
werden. Man findet PIT = 7-9 » 34', folgUch PIM = 100^26'. 
Nun kann auch das Dreieck PIM berechnet werden. Man 
findet: MPl = 59^ Ml = 60<>27' und PM1 = 63^32'. 
Nennen wir den Mittelpunkt des Kreises in Fig. 69 m und 
errichten in m eine Senkrechte auf die Linie M M', so schneidet 
diese den Bogen M P M' in einem Punkte nahe bei P, den wir 
P' nennen wollen (nicht gezeichnet). Es ist 

mP' = < mMP = 90 — PMl 
Der Punkt PI ist nach den früheren Erläuterungen leicht zu 
construiren. Durch die drei Punkte MP'M' lege man einen 
Kreis, so erhält man den Bogen MP'M', in welchem P liegt. 
In analoger Weise construire man den Bogen 1 P 1'. Der Durch- 
schnitt der beiden Bögen MPM' und IPl' liefert den Pol P 
des basischen Hauptschnitts. 

Berechnung von MA (Fig. 63). 

Es sei A der Pol des Makropinakoids 10 0. Dieser Pol A 
muss construirt werden, wiewohl das Makropinakoid in der 
Fig. 69 a gar nicht vorkommt, weil sonst die Axenlängen a, b 
und c aus der Gl. 1, S. 202 nicht berechnet werden können. 

Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Gl. 7 und 8 oder 9, 
S. 12 und 13. Die Gl. 9, S. 13 heisst: 

ctg PS — ctg PF _ ke — fh qh^ — pk^ 
ctgPQ — ctgPP' "" fh' — ek' ' kp — qh 

Lässt man die vier tautozohalen Flächen PQSP', auf 
welche diese Gleichung sich bezieht, zusammenfallen mit den 
Flächen M, 1, A und T, deren Indices sind: 010, 110, 100 
und 110, so lässt sich P S = M A berechnen, weil die Winkel 
Ml = 60^27' und MT = Ml + Tl = 119M0' bekannt sind. 

Die rechte Seite der vorstehenden Gleichung ist ^ ; daher findet man 

ctg MA = 4- (<=*g ^1 + ctg MT) 

MA = 900 4'20" 
Mit Hilfe dieses Winkels MA kann man A sofort in die 
Fig. 69 eintragen. 
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Berechnung der Axenwinkel und der Axenlängen. 

Da die Flächen A, M, P dielndices 10 0, 010, 001 
haben, so hat man nur nach den früheren Ausführungen das 
sphärische Dreieck AMP zu berechnen. Die Seiten des dazu 
gehörigen Polardreiecks sind die Winkel xy, xz und yz der 
Axen; und zwar ist 

a=:180 -PAM 

ß = 180 — PMA und 

Y = 180 — MPA 

Die Berechnung des Dreiecks PI A, in welchem PI A = 79 ^ 34', 
P1 = 65M8' und AI = 29^37' 20" ist, liefert: 

PA1 = 85^56'7'' APl = 32<>5r33" PA = 63^36' 

Nun findet man nach Berechnung des Dreiecks AMP: 

a = 94^3' 53" ß = 116^28' t = 88" 8' 27" 

Die Berechnung des Dreiecks o' P A, in welchem bekannt 
sind PA =63« 36', Po' = 57048' und o'PA = 147<>8'27", 
liefert: 

Ao' = 113^33' 40" Ao'P = 32oi' 19" o'AP = 30^3' 41" 

Nunmehr liefern die 61. 1, S. 202, wenn man b = 1 setzt: 

sin o'PA _ sin o' A P 

"" sin o'PM ~ sin o'AM 

a = 0,63297 c = 0,55731 

Berechnung von f. 

Die Indices von f seien — 10; die Gleichung von f ist 

alsdann (s. Gl. 1, S. 202): 

an sin f PM = sin f PA 

^ sin f PA 
a sin f PM 

In dem sphärischen Dreieck f PM kennt man 

MP = 86«24' Mf= 30^25' PMf = PMA = 63<^32' 

Die Berechnung desselben liefert: 

MPf=28«9'55" PMf= 111<>29'35" 







:PA = *3-4I-3-S" 


»-r-. 






1 




■ = xP,-. 


'■ 




j 3 *ie2 ■> 1 — . Die Gleichung Ton n ist: 

sinAP 
= es^nASI 


1 


,^. 


; V:' tr^'r: ~.\= iu< dem sptirisdwn Dreieck 


1 


>^ 




■ .^. 


11, 


i . ■,■ iP=-; Ä^ nPA=S?'3-ä7" 


1 -' 




,A? = : ----- 


1 *^ 


vn 


. v;-- PAM = ;x'i?-;r- 


1 




-.v'*:^ l-:;r; 1^ ==± lEüiin ist 


w 




,' ,v :■: Fi i. JL-iiL eTC:bt sich 



B^"**^" 



Vü ireS« 



i;£ I 3r ti Z.oe OXT, 
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Die Combination weist auf: 

OP . 00 /P . 2T,00 . OOPOO . OoP/ . 2,P'00 . P, 

P.T.n.M.l.e.o 

. 00 /Ps . ,P,00 . ,P . 00 P/s . 2,P,00 

z . X . V . f . y 

Zweites Beispiel (Axinit). 

Die Fig. 70 a repräsentirt eine Combination des Axinits. 
Die Fig. 70 ist die stereographische Projection der Combination. 
Eine allgemeine Bestimmung lehrt, dass, wenn wir r zu 'P 
und X zu P' wählen: 

p das Prisma oo/P 

u das Prisma ooP/ 

s ein Makrodoma mT'oo 

1 das Makropinakoid ooPoo ist. 

Fig. 70 a. 





Bekannt sind die Winkel (in Fig. 70 a) 
1 : u = 164<>25' daraus folgt fttr Fig. 70: lu 
l:x = 147<>33' Ix 

x:u = 149^28' xu 

r : X = 139« 6' rx 

1: r=r 124^33' Ir 



15^35' 
32« 27' 
30*32' 
40*54' 
55*27' 



Vergl. Des-Cloizeauz, Mineralogie, 1862, "^^ !•) P* 515 u. f.; 
yergl. auch Kaumann-Zirkel, Elemente der Mineralogie, S. 535; vergl. 
auch Klein, Einleitung in die Kr3'6tallberechnung, S. 293. 



i'j^ii. m unserem 
. ius-ren wir die zwei 
■iistniiren kdDDen 
1 . Oie Flächen x und 
^ ~iB. ;-.,i i.riitilünken in einen 

I j^^^^ "" ^' '"^^ °°^ ^^'- 

^^g^ u-i riL Construction 

. i. üe drei Seiten gegel>en. 

->;'::• 0x1 = 29» 52* 

■-: l'^'^O" Irx = 39*39' 

■ ■ü«riirt werden. Um x zu 

. ;,: Irr unkt m des Kreises durch 

, .r-.cre in m eine Senkrechte auf 

-■;.- Niije von C. etwa in C (nicht 

'::r i>.'ir^:c mC ist gleich 

- Xil = ö'öS' 

, . .r.-Uj, Xia Uge man durch uC'u' 

... .-,„ ">.i:t!i u'.~'a', in dem auch das 

"u i^.ii'srec Weise construirt man 

\.-. ■.■^■:.i.:r itr b-^iiitn Bösen 1x1' und 

• .-iictei^ iirf Winkels rls kann 

->,;•, L-^i xw-v iii Ir bekannt ist, so 

,-.> ".-.■> ics Kneifes Irl' nach §. 4, 



V 



; ^T-ssttrE Kivis. so schneidet 
!, i-rui Pv'I.? des Piaakoids 

.-; -a rr;'trtse xuT berechnen 
Vrr.ivi xsT kennt man 

■>• uxv = 4S-31'20" 

xvu = 44M3" 



— 209 — 

Berechnung des Pinakoids 1 (C) in Fig. 70. 

Zuerst muss pl berechnet werden. Die vier Flächen p, 

1, u und V, denen die Indices 110, 10 0, 110 und 10 
zukommen, sind tautozonal. Da die Winkel lu und uy bekannt 
sind, so kann pl mit Hilfe der Gl. 6, S. 12 berechnet werden. 
Die rechte Seite der Gl. 6 ist, wenn wir die Flächen p 1 u v 
der Reihe nach zusammenfallen lassen mit den Flächen P Q S P^ 

auf welche sich die Gl. 6 bezieht, gleich -^. Die Gl. 6 

heisst dann: 

sinPQ sinP^S _ J_ 
sinP'Q * sin PS ~ 2 

Setzen wir PS = PQ + QS und FS = QP — QS, so 
«rgibt sich die Gleichung: 

ctgQS — ctgQP _ 1 
ctgQS + ctgQP ^ 2 
Daraus folgt 

ctg QP = ctg QS — 2 ctg QP' 

oder auf die Fig. 70 übertragen: 

ctg pl = ctg lu — 2 ctg (lu -)- uv) 

Die Rechnung ergibt: 

pl = 28^55' 

Nun lässt sich das Dreieck rlp berechnen. In diesem 
Dreieck kennt man 

rl = 55« 27' pl = 28<> 55' r Ip = 58« 31' 20" 

Die Rechnung liefert: 

rpl =: 98^ 16' 50" prl = 35« 31' 10" pr == 45« 13' 

Nun lässt sich das Dreieck rxC berechnen. Die Rech- 
nung liefert: 

Cx =: 65^3' 20" rC = 44»43'20" rCx = 44' 11' 20" 

Die Berechnung des Dreiecks Cxy liefert: 

Cvx = 43« 24' xC V = 32« 56' Cv =5 98« 5' 

Die Construction von C bietet nun keine Schwierigkeitea 
mehr. 

Henrich, Lehrbach der KrjrttoUberechonng. 14 



C£) Knunff ^'fo AxenverbältDisses uad der 
Axenwinkel. 
«I, .'^ nvIiiiHiig dea Dreiecks Cxi liefert: 
, _>'.-.:' lCx = 15032' Cl = 93»56'40" 

■X .; . vliHHjc» der Fläche x, deren Indices 111 sind, 
■w .i". I. S. -02), wenn b ^ 1 gesetzt wird; 
. vi\ \ov t= sin xCl sin xlC = c sin ilv 

sin xCl _ sin xlC 

sin xcv sin xlv 

rt . ■ 0,-H':i8 c = 0,4809 
V 

..■ riv 3 = 180 — Cvl 7=180 — ICt 

^,M sioli 

. - S::M4' ß = !ll»ÖO' T=131*33' 

Borochnunir von s. 
. .;( m .W '/.yAW psx uad rsu. Daher folgt 

v , r , X r; , X r a: . T - P- . i P- X 

,v , -.! . ". , r . X . s 

l>r;iW« IlKS.TCft: ..\::>..r::v.T -\. 
\. , ..« *-.;■ -.■?■. .v-r Vx. "'.* r=.-r- M=acPx. 

. ' ^.^ T - v :\ 1; -.- X r , ' = r. i^£ T ^ P. 30 änd 
i- . »fi V V»\v, •^TÄ.'r^-iJ.'iTOfT. TL V 3: 
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Tc und V zwei Tetartopyramiden mP,ii 

i eine Tetartopyramide mP,n 

w eine Tetartopyramide m,Pn 

s und {1 zwei Tetartopyramiden m,Pn 

b eine Tetartopyramide mTn 
f ein Hemiprisma ooP/n 
z ein Hemiprisma oo /Pn 
d eine Tetartopyramide mP,n 




Fig. 71a. 




P:M= 94*10' 
P:l =114» 7' 
M:l =121«56' 



k = 161''22' 
f = 151 »25' 
z =148 «33' 



Die Fig. 71 ist die stereographische Projection eines Theils 
der Flächen. 

Bekaimt sind die Winkel (nach Marignac und Des-Cloizeaux, 
s. Fig. 71a): 

T:l = 120«80' P 
P:e= 187022' 1 
P:r= 112*19' T 

h:|J, =155» 13' 
P:|j, = 97« 53' 
8:h =125''37'30" 
c:F = 104''50' 

Construction von P in Fig. 71. 

Zunächst berechne man das Dreieck MPl, in dem alle 
drei Seiten gegeben sind: PM = 85«50', PI = 65 »53 und 
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X. = 5SU'. Man findet 1PM = 56 H4' 20", PM1 = 64ö4' 
4:ii P1M = 100^40'20". Nunmehr kann man die beiden 
Kv^nMP und IP construiren und deren Durchschnitt ist der 
}\^ P des basischen Hauptschnitts. 

Berechnung des Makropinakoids 100 (h). 

Die vier Flächen T, h, 1 und M, deren Indices 110, 
10 0, 110 und 010, sind tautozonal. Da die Winkel T 1 
und Ml bekannt sind, so lässt sich der Winkel Th vermöge 
der Gl. 9, S. 13 berechnen. Wir lassen zu dem Zwecke die 
Flächen T, h, 1, M der Reihe nach mit den Flächen P, Q, S, P', 
«luf welche sich die Gl. 9 bezieht, zusammenfallen. Die rechte 

Seite der Gl. 9 ist gleich -^, mithin ergibt sich: 

ctg P Q = 2 ctg PS — ctg PF 

oder auf die Fig. 71 übertragen: 

ctg Th = 2 ctg Tl — ctg TM 

Die Rechnung ergibt 

Th = 30*28' 
mithin 

hl = 29*2' 

Berechnung der Axenwinkel. 

Das Dreieck Phl kann nunmehr berechnet werden. Die 
Berechnung ergibt: 

Phl = 86H6'40'' = 1 8 — a 
hPl = 32U' und Ph = 63^ 56' 20" 
Nun ist 

hPM = hPl + IPM = 88H8'20" = 1 8 — y 
und 

PMh = 64H' = 180 — ß 
Daher 

a = 93^3' 20" ß = 115^56' y = 91« 11^40" 



k 
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Berechnung der Axenlängen. 

Die Indices des Hemiprismas 1 sind 110; die Gleichung 
von 1 ist folgKch nach 61. 1, S. 202, wenn man b = 1 setzt : 

a sin lPM = sin IPh 
sinlPh c\aQAM 

a = "' inn/r = 0,63492 

sm IPM 

Um c zu berechnen, müssen wir erst e bestimmen, e liegt 
in den Zonen (s. Fig. 71a) Pe M und lep' (p' hinten, nicht 
sichtbar, in der Fig. 71 aber sichtbar). Daher ergibt sich 

e = 2,P'oo 

Die Indices von e sind 1 — oder 021. Die Gleichung 

von e ist mithin, wenn b = 1 gesetzt wird : 

1 • 1 T» • 1 Tir sin ehP 

-^smehP = csmehM c = 



2 2sinehM 

Der Winkel ehP ist gleich PhM — ehM. Da Me = 
MP — Pe = 43^12' ist, so findet man aus dem Dreieck ehM 
folgende Stücke: 

Meh = 107«32' ehM = 40« 48' 40" 

eh = 70 «22' 20" 
Daher 

ehP = 45«58' 

Mithin 

c = 0,55002 

Das Axenverhältniss ist mithin 

0,63492 : 1 : 0,55002 

Berechnung der Flächen t, m, a, y, x, u, d, i, v, n, n 

(s. Fig. 71a). 

Vermöge der Zonengleichung ergibt sich: 

t = 2'P'oo (Zone etT) 
m = P' (Zonen emT und ImP) 
a = 'P (Zonen atl und TaP) 



y =.,P,Qc (Zooe pyl) 

* = ,l*,cc (Zone pxo) 

»! = »?, (ZoDen yuM und onl) 
^ = *P,j (Zonen udh und ydl) 
' = — P,» (Zonen xiu und oiy) 
^ = *P,j (Zonen uvM und vlt) 
n =!'P,05 (Zone Tno'; 

o' hinten, nicht sichtbar in Fig. 71 a) 
'c=bP,8 (Zonen Itk und xoJt) 

Berechnung von r, k, c. 
Diu Indices von r seien 1 — oder 0ml. Die Gleichung 
Ton r int mithin (a. Gl. 1, S. 202): 

— sin rhP = c sin rhM 
m 

_ sin rhP 
c sin r h M 
Dil; Winkel rhM und rhP erhält man durch Berechnung 
des Droiecka rhM. (r ist in Fig. 71 nicht gezeichnet. Es 
liegt auf dem Bogen e M zwischen e und M.) Die Berechnung 
liefert; 

rhM = le'SS'SO" hrM= US^ÖS'IO" rh = 79''23'20". 
Du rhP = PhM — rhM ist, so folgt rhP=70n3'10" 
Mithin 

m = 6,0023 = 6 annähernd. 
MitliiiL ist 

r = 6,P' 03 

EbiTisii ergibt sich: 

k = ~ 'P, o= und c = e'P, oi 

Berechnung von f. 

Diu Indices von f seien 1 — oder nl 
n 

— sinfPM = J-sinfPh 
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Die Berechnung des Dreiecks f PM liefert: 

fPh = 61«21'50" und fPM = 27»26' 

Daraus folgt 

1 

Das ist aber nicht möglich, weil n > 1 sein muss. Die 

Indices von f sind daher nicht 1 — 0, sondern — 10 oder 

n n 

1 n mit anderen Worten: f ist nicht ein makrodiagonales, 

sondern ein brachydiagonales Hemiprisma. Die Gleichung von f 

ist mithin 

a sin f PM = — sin f Ph 

n 



^^ sinfPh ^ 
"" a sin fPM "" 



Mithin ist 



f=ooP/8 
Für z findet man in analoger Weise: 

Z = 00 /Ps 

Berechnung von |i'. 

Die Indices von a' seien (s. Fig. 71): 1 , so sind die 

Oleichungen von [i' : 

a sin [i'PM = n sin [i'Ph 
n sin |i' h P = m c sin [i'hM 
Daraus folgt 

a sin [x'PM __ n sin [i'hP 

"" sinji'Ph "" c sin [i'hM 

Um die Winkel [i'PM, [i'hP u. s. w. zu finden, berechne 
man das sphärische Dreieck [i'Ph, in dem die 3 Seiten [i'P = 
97^53', (i'h = 155n3' und Ph = 63«56'20" bekannt sind. 

Die Rechnung Hefert: 

Ph|i' = 45^58' 20" hP|i' = 162^7' P|i'h = 40^42' 



i 
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Nun ei^bt sich leicht 

[l'PM = 73'»28'40" [i'hM = 4(y48'20" 
Daher folgt 

n = 2 und m = 4 
Mithin ist 

Berechnung von {>.', wenn der Winkel (L'h allein be- 
kannt ist. 

Da [1. in der Zone j^lT liegt (Fig. 71a), so ergabt sich, 
leicht, dass 

_ 2n 

»ein muss. 

Es genügt mithin zur Berechnung von m und n ein einziger 
Winkel, z. B. der Winkel n'h (Fig. 71). Die Rechnung soll 
diesmal nur angedeutet werden. 

Da die Indices von y" bekannt sind, so kann man mit 
Hilfe der dritten Gleichung der Gl. 1, S. 202 den Winkel /MP 
berechnen; abdann kennt man auch den Winkel y'Mh. Nun 
kann man das Dreieck y' M h berechnen, aus dem sich h y' er- 
gibt. Die Berechnung des Dreiecks Thy' liefert den Winkel 
Ty'h = 180 — C-'y'P- Nun kann das Dreieck y.'y'h und dann, 
das Dreieck ^'yP berechnet werden. 

Berechnung von s, 

B liegt in der Zone psy (Fig. 71a), folghch muas ver- 
möge der Zonen^eichung 

_ 2n 
n-Hl 
wein. 

Da der Winkel s : h bekannt ist, so kann s, wie eben 
gezeigt worden ist, berechnet werden. Die Rechnung ergibt; 
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Berechnung von b, w und q. 

Die Tetartopyramide b liegt in den Zonen Tbn und zba 
(Fig. 71a), mithin ergibt sich vermöge der Zonengleichung 

b = 4'P2 

Die Tetartopyramide w liegt in den Zonen pwz und wTt. 
Mithin 

W = 4,P2 

q liegt in der Zone qpw. Mithin 

Die Combination weist folgende Formen auf: 



Pinakoide und 


Makrodiagonale 


Brachydiagonale 


üemiprismen 


Uemidomen 


uemidomen 


P = oP 


t=2'P'oo 


e = 2^'oo 


h — ooPoo 


q = T,P,«' 


r = 6^'a> 


M=ooPoo 

T = oo/P 
l=ooP/ 

z=oo/Ps 


y = j,P,oo 


n = 2T,oo 

C = 6T,00 


f=ooP/j 


Tetartopyramiden 




m 
a 









= P, Ä = sP,» 




P 


= ,P lt = 4^» 




u 


= iP, d = 4P,2 




T 


= *v,» 8 = 4Jpj 




W 


= <.,?« i = 4P,« 





Viertes Beispiel (Bibromorthonitrophenol) *). 

Die Krystalle des Bibromorthonitrophenols bilden eine Com- 
bination von oP mit den vier Tetartopyramiden /V/. Arzruni *) 
berechnete die Elemente des Krystalls aus drei Winkeln, welche 

*) Annalen der Physik u. Chemie von PoggeiidorflF, Bd. 152, 8. 286. 





p nii T mit ,P >«"1 '*' ^^^^^^ ^^^ *"^ ^^^ Winkeln P' : P, 

*" i p ■ p' die ■III' wegen günstiger Beschaffenheit der Flächen 

__ i_n,«»«n w^ert'sn konnten. Hier sollen zur Uebung die 

^ Element« des Krystalls aus fOnf 

*«■ "■ Winkeln der vier Tetartopyra- 

miden ,T,' berechnet werden. 

Die vier Tetartopyramiden 

sind in der Fig. 72, die eine 

stereographische Projection der 

Tetartopyramiden ist , durch 

1, 2, 3 und 4 bezeichnet. 

Bekannt sind die Winkel: 
< 24 = 148« 8' 
12= 60» 25' 
14=112" 5' 
34= 60« 5' 
23 = 107« 
Gl. I , S. 202 . die zur Berechnimg der Äxenlängen 
xeoen. enthalten lÜe Winkel PÄB, PAC und diese sind es, 
fy »Hr zunächst zu ermitteln haben. In der Fig. 72 seien 
^. B und C die Pinakoide 100, 010 und 001. Weder 
djeee Pinakoide, noch die Tetartopyramiden können vorläufig 
constniirt werden. Daher entwerfe man zunächst eine Hand- 
^fhnung. damit man die Berechnung der sphärischen Dreiecke 
verfolgen kann. Mit Hufe der Zonengleichung findet man, dass 
die Flächen 2 1 B, ebenso die Flächen 3 2 A und 4 1 A 
ujjd 3 4 B tautozonal sind. Der Durchschnitt der beiden 
Zonen A B und 3 1 liefert die Hemiprismenfläche D (1 1 0), der 
Durchschnitt der Zonen A B und 4 2 die Hemiprismenfiäche 
(iTO). Die Pinakoidfläche C liegt in den zwei Zonen 24 
imd 1 3, kann mithin coustniirt werden, wenn die Winkel be- 
kannt sind, welche die beiden Zonen mit dem Gmndkreise A B 
bilden. 

Man berechne nun der Reihe nach folgende sphärische 
Dreiecke : 
1)234 2)241 3)341 4)2C1 5)21A 6) lAC 



— 219 — 

Zur Berechnung Ton ID bediene man sich der 61. 9, 

S. 13, deren rechte Seite = — ist. Die Gleichung geht^ 

wenn man die linke Seite derselben einer ein&chen Umformung 
unterwirft, über in die Gleichung 

ctg 1D = ctg IC — 2 ctg 13 

Nun berechne man noch die sphärischen Dreiecke lAD, 
IDB und CDB; alsdann erhält man 

a = 180 — GAB = 82036'30" 
ß = 180 — CBA = 90^5' 
Y = 180 — AGB = 890 2r30" 

Das Parameterverhältniss wird mit Hilfe der Gl. 1, S. 202 
berechnet. Man findet 

a : b : c = 0,6114 : 1 : 1,8241 

Da der Winkel GAB = 97^23' 30" nur wenig von 90 <> 
abweicht, so ist die gerade Linie AG A' an Stelle des nur wenig 
davon abweichenden Bogens gezeichnet worden. Dasselbe gilt 
für BGB' und Dl G. Die Gonstruction des Bogens A 1 4 A' 
setzt die Kenntniss des Winkels 1 A B voraus. Dieser Winkel 
wurde aber schon aus dem Dreieck lAD berechnet. Die 
Rechnung lieferte: 

1 AB = 30n0' AD = 31^41' DB = 58n9' 



^^k.'4 itr Zwillingskrystalle. 
%t ^^cäosystem ist rechtwinklig. 

§. 24. 

^ _, .^ a'^ri;; Torkommende ErscheintiDg, dass zwei 
^^,^jn^goB ^.»^^dUe nach einem bestimmten Gesetze ver- 
^^m^.^ ■■csvs Gesetz nemit man das Zwillingsgesetz, 

^ ,1 'oLrvstallt? Zwitliügskrjstalle. 

-1 •— Qp iti[ p&»Uekn Äxen and Flächen sind als Wieder- 
^ 4 xcrnthtön und bedürfen keiner mathematischen 

«-I »..i-— di^rvn Axen nicht parallel sind, bilden den 
^ , i-, ■ MC •i.'I^tiJen rniersQclmngen. 

tu ;i»vft*ji mit weliii.?r Wide EiystallindJTidaen zosammen- 
^^ ..-^.. ^ii.l. wu\l Zwtllingsfläche, die Xormale zur Zwil- 
^^„^k.av i« i'.liugsaxe genannt, 

*W KHAlii'utt^ b^E gelehrt, dass er^ens die Zwillingsaxe 
,^a l ni>i'»jl>;i"^r«*x<^ genannt) eine im krystaDographischen 
^k»Mtu iii>i;l\v'tti* krv$talk>graphi^he Linie, also eine Kante, 
k\. ■•»tft t'lnth*tiuv>rtiiüle ist> und dass zweitens der Drehungs- 
VM^^J \K<%x ISO' isc. IVr I>rehungswinkel ist derjenige Winkel, 
^ vt>.'It'lu-u iiMU tl^ tt^;e Individuum drehen muss, bis es mit dem 
4^x1* ni »i^itwuictct^':. da^s die Flächen des einen den Flächen 
■^^ MUili'tti (NirAÜo* '.^ÜT al:« Fortsetzung der Flächen des andern 
u^whvtlK'ti- VwvN ia Jeu Fäll'^n. wo schon eine Drehung um 
" Mt<iteK »*"> ■•''■' t'v"-'^''^" Individuen in die erwähnte Stellung 
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zu bringen, gilt dies Gesetz; denn eine Drehung um ISO'* bat 
Eilsdann denselben Effect. 

Zwei Individuen sind entweder mit einer iTäche aneinander 
gewachsen oder sie haben sich durchdrungen. Im ersten Falle 
nennt man sie Juxtapositions-, im zweiten Falle Penetra* 
tionszwillinge. Das oben angegebene Gesetz ist fUr beide 
dasselbe. Es bleibt auch dasselbe, ob beide Individuen sich 
vollständig durchdrungen, also einen gemeinsamen Mittelpunkt 
haben, oder ob sie nur mehr oder weniger in einander ge- 
schoben sind. 

Bei der folgenden Untersuchung nehmen wir daher au, 
beide Individuen seien um einen und denselben Mittelpunkt aus- 
gebildet und liegen symmetrisch gegen eine bestimmte Fläche. 

Die mathematische Theorie hat zu ermitteln: 

1) Die relative L^e der Krystallaxen des zweiten Indivi- 
duums, bezogen auf die Axen des als fix angenomnieuen ersten 
Krystalls, 

2) die Indices der Flächen des zweiten Individuums, be- 
zogen auf die Indices und Äxen des ersten Individuums und 

3) die hage der Zwillingsaxe oder die Indices der Fläche, 
mit welcher beide Individuen an einander gewachsen sind. 

Zu 1. Ist m Fig. 73 P 
der Pol einer Fläche, deren ""l"* 

Indices in Bezug auf die Axen 
X Y Z b k 1 sind , so ist nach 
GL 12, S. 24: 

bch 

\/N 

ack 

ab] 



cos PX = - 



cos PY = - 



cos FZ = 



\/N 




worm 
N=a'b'P+a*c*k'+b»c'h'ist. 

Denken wir uns den Punkt P mit dem Mittelpunkte der 
Kugel verbunden, so nennt man die entstehende Linie den 
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: r '.ra wir das Axensystem um diesen 
•- t.% von 1S0"\ so kommt es in die 



'^' -c Ivry-tuUaxen des zweiten Indindnums 
- -:; itfs cüs fix angenonmienen ersten 
'*■■* >t nichts anderes als die Berect- 
\. X'Y, X'Z, Y'Y, T'X, rz, Z'Z, 
^ -^^ ;rr FiüC. 73 ersieht man sofort, dass 
■ ^ \Z- und Y'Z = Z'Y ist. DadasAxen- 
- - Triliier iZwillingsaxe) durch ISO' gedreht 
''^^ -^-^c uuui auch, dass X'X = 2 PX = 2PX' 
-- - -'Y- luid Z'Z = 2PZ = 2PZ'L<t Darauf 



iE 



> -: !• X = 2 cos* PX — 1 = 2 






— l 



> >.'■ h- — a- b- r — a* c" kr 

o.^ :: f Y = 2 cos* PY — 1 = 
a c" k" — a' b" I" — b" c" h' 



2a-c-k' 



— 1 



N 



vv>* ;! rz = 2 CCS* PZ — 1 = 



2a-b-r 



— 1 



\ 



< l. 



A > t" — act" — bc'h- 

-^ V U.x v^<'.uu<5!».attt Drvwck PX'Y loigt 
\ N vwv l' V .x's PY - si:i PX' sin PY cos X'PY 
., \ "\ . l<0 - XPY isc: 
\ >» vwv ':' V cv* F Y — sir PX- sia P Y cos XP Y 

•\, Wii'.wl \'.'\ .tx-'?c -sca a-s •iem sphärischen Dreieck 

\ \ .svv ;' \ >x>=^ :* \ — sin PX sia PY cos XPY 

, .^ . hvcsxu ^^.^ a -a i*? T^^rtLi^r^hende Gleichung 
^ V V. \^^v-> . .x>^:\co^PY = 2cosPXcasPY 
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Setzt man für cos PX und cos PY die oben angeführten 
Werthe, so ist 

cosX'Y= ^^: Ebenso findet man 







cosX'Z = 



cosYZ' = 



N 

2ab^chl 

N 

2a»bckl 

N 



N = a^bn^ + a^c^k^ + Vc^h' 

Durch die Gl. 1 und 2, die für alle rechtwinkligen Systeme 
gelten, ist der ersten Forderung Genüge geleistet. 

Zu 2. Die Indices der Flächen des zweiten Individuums, 
bezogen auf die Indices und Axen des ersten Individuums, sind 
zu ermittehi. 

Da in Fig. 73 die Punkte X', Y' und Z' zugleich Flächen 
repräsentiren, so kann man nach den Indices dieser Flächen in 
Bezug auf das Axensystem XYZ fragen. 

Die Indices von X' in Bezug auf die Axen XYZ seien 
Xi Xg Xg, so ist die Gleichung von X': 

b 



a 



cos X'X = — cos X' Y = — cos X'Z 



^2 



^3 



Daraus folgt 



^2 



bcosX'Y 



a cos X'X 



und — = 

X, 



c cos X' Z 
a cos X'X 

einer willkürlich an- 



Da von den drei Indices x^ Xg Xj 
genonmien werden kann, so setze man x^ = a cos X'X, alsdann 
ist Xg = b cos X'Y und Xj = c cos X'Z. In analoger Weise 
erhält man die Indices y^ yg j^ von Y' und die Indices z^ Zg Zj 
von Z'. Setzt man noch für cos X' X die Werthe aus den 
GL 1 und 2, so ergeben sich für die Indices x^ Xg Xj von X' 
in Bezug auf XYZ die Werthe: 
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1 a(b'c'h' 
«1 = 


— a'b'l' — a'-c'k») 




2abVhl 



■» V 



Fm- (U Itulv«^ T. T, T, Ton Y' in Bezog anf XYZ 
,> , » » V _ b(a'c'k' — a'b'F — b'c'h') 

_ 2a'bc'kl 
Js— N 

°.<''ti i;<^ Indices z^ z, z, von Z' in Bezog anf XYZ 
2a'b'chl _ 2a'b*ckl 

4v *• N ^*~ N 

c(a»b'P — a'c'k'— b'c'h*) 



l 



woinn 



N 



N = a' b'P + a'c'k» + b»c'h' 



!■!» ist nun auch leicht, die Winkel zu finden, welche 
■.tgvu4 eine Ebene M, deren Indices in Bezug auf XYZ efg 
xtusU mit den Axen X'Y'Z' bildet. Die gesuchten Winkel sind 
MX', MY' und MZ'. Da die Indices von M, X', Y' und Z' 
b<»kannt sind, so ergibt sich yermöge Gl. 14, S. 26 

cos MX' = a'^'g^» + aVfx^+ Vc'exi 

cos MY' = »^'^'gy» + ^'^y^ + ^'c'^yi 

VNj n/n, 

^) { ^ MZ' = a'b'gZ3 + a\i'fz^+Vc'ez, 

VNi VN^ 
worin 

Ni = a'b'g* + a'c'f + b'c'e' 

Nj = a' b' X,' + a' c' x/ + l>' c' x^ u. s. w. ist. 

In diesen Gleichungen haben x^ jj Zj und x, j, z, die 
Werthe, welche ihnen die Gl. 3 zuweisen. 
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Es bleibt nun noch übrig, die Indices e' f g' der Fläche M 
in Bezug auf das Axensystem X'Y'Z' zu ermitteln. Wie schon 
«rwähnt, sind die Indices von M in Bezug auf das Axensystem 
XYZ efg. 

Die Gleichungen der Fläche M, bezogen auf die Axen 
X'Y'Z', sind: 

4- cos MX' = -I- cos MY' = -^ cos MZ' 

e t g 

Daraus folgt 

r_ ^ b cos MY' jj^ gl ^ c cos M Z' 
e' a cos MX' e' a cos MX' 

Da ein Index willkürlich angenommen werden kann, so 
setze man 

e' =r a cos MX' 
Dann ist 

f =bcosMY' 
und 

g' = c cos MZ' 

Setzt man in diesen Gleichungen für cos M X', cos M Y' 
und cos MZ' die Werthe aus den GL 4, setzt dann für 
Xi X2 X3, yi yg yj u. s. w. die Werthe aus den Gl. 3, so 

a^b^c^ 

N n/n; v^N. 

gemeinschaftlich. Da jeder der drei Indices mit einer beliebigen 
Zahl multiplicirt oder dividirt werden darf, so kann man jeden 
der drei Indices durch den gemeinschaftlichen Faktor dividiren. 
Die Indices e'f g' erhalten dann, bezogen auf die Axen X'Y'Z', 
die Werthe: 

^ e' =; e (b'c'h' — a^b^' — a^c'k») + 2a'h (b^g + c'kf) 

5) j f := f (a'c^k^ — a'b'P — Vc^h^ + 2 b'k (a^g + c'he) 

' g'=g(a'b'P — b'c'h^ — a'c'k^+ 2 cn (b'he + a'kf) 

In diesen Gleichungen beziehen sich die Indices hkl imd 
e{g auf die Axen XYZ. 

Durch diese Gleichungen ist die zweite Forderung erfüllt. 

Henrich, Lehrbuch der Krystallberechnung. 15 



haben die entstehenden Gleichungen den Faktor ^---. — j= 
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Flg. 74. 




Zu 3. Bestimmung der Indices der Zwillingsfläche. 

In der Fig. 74 sei zz' die Zwillingsaxe und DHD' die 
Zwillingsfläche. Da der Punkt z der Pol der Zwillingsfläche 

DHD' ist, so hat man die Indices 
von z zu ermitteln. Sind E und 
E' die Pole homologer Flächen 
beider Individuen, so müssen diese 
Flächen eine solche Lage haben, 
dass E mit E' zusammenfallt, 
wenn man das eine Individuum 
um die Zwillingsaxe zz' durch 
180^ dreht. Das ist nur möglich, 
wenn die drei Flächen E, z und 
E^ tautozonal sind und wenn 
Ez = E'z ist, d. i. wenn der 
Winkel EE' durch den Pol z halbirt wird. Sind F und F' 
zwei andere homologe Flächen beider Individuen, so müssen 
ebenso F, z und F' tautozonal sein. Da z der Durchschnitts- 
punkt der beiden Zonen F'F und E'E ist, so folgt die Regel: 
Die Zwillingsfläche wird aus zwei bekannten Zonen 
der beiden Individuen vermittelst der Zonengleichung 
berechnet. 

Ist nur eine Zone der beiden Individuen bekannt, oder 
tritt nur ein Paar homologer Flächen auf, z. B. F und F', so 
ist Folgendes zu bemerken. Die Gegenfläche von F im zweiten 
Individuum ist f und es ist fz'=Fz = F'z. Da Hz=Hz'=90 
ist, so folgt 

HF' = 90 — F'z = Hz' — fz' = Hf 

d. h. die Zwillingsfläche halbirt den Winkel der beiden 
homologen Flächen. 

Mit Hilfe dieses Satzes ist es, wie wir sehen werden, leicht, 
die Indices der Zwillingsfläche zu finden. 
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Anwendung der vorgetragenen Lehren auf reguläre 

Gestalten. 

§. 25. 
Farallelfläehen yon mOn (hkl). 

Zwei Zwillingsgesetze sind es besonders, welche die regu- 
lären Formen beherrschen. Die Zwillingsaxen beider Individuen 
sind parallel oder fallen zusammen. Dieses Gesetz bedarf keiner 
mathematischen Behandlung. 

Das zweite Gesetz umfasst alle diejenigen Zwillinge, bei 
welchen die Zwillingsfläche eine Oktaöderfläche ist. 

Wollen wir die im vorhergehenden Paragraphen entwickelten 
Formeln auf dieses Gesetz anwenden, so haben wir, weil die 
Zwillingsfläche P eine Okta^derfläche ist, h = k = 1 = 1 zu 
setzen, und weil im regulären System die Parameter der Grund- 
ebene einander gleich sind, so müssen wir auch a = b = c = 1 
setzen. 

Denken wir uns zwei HexakisoktaSderflächen nach diesem 
Gesetze verwachsen, so haben wir uns zu fragen: Welche Werthe 
haben die Indices einer HexakisoktaSderfläche im System XYZ, 
wenn die homologe Fläche, bezogen auf dasselbe System XYZ, 
die Indices 

1) 1 — — 2) 1 — — 3) 1 — — 4) 1 — — 

nm nm nm nm 

hat? m > n > 1. Das ist genau dasselbe, als wenn man sagt: 

Die Indices einer Hexakisokta@derfläche in Bezug auf das Axen- 

system XYZ seien 1 . Welche Werthe haben die Indices 

•^ n m 

derselben Fläche in Bezug auf das Axensystem X'Y'Z'? oder 

als wenn man sagt: Die Indices einer HexakisoktaSderfläche in 

Bezuff auf die Axen XYZ seien 1 . Welche Werthe 

° n m 

haben die Indices derselben Fläche in Bezug auf dasselbe Axen- 
system, nachdem die Fläche durch 180^ um die Zwillingsaxe 
gedreht worden ist? 
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Erster Fall. Die Indices einer Hexakisokta^derfläche im 

System XYZ seien 1 

•^ n m 

Setzen wir in den Gl. 5, S. 225 für efg die Werthe 

1 und für h = k = l = a = b = c den Werth 1 , so 

n m 

erhalten wir 

, 2m + 2n — mn «, 2n-|-2mn — m 

2mn-f-2m — n 



e' = 

mn m n 



g = 



mn 



Da man jeden der drei Indices mit einer beliebigen Zahl 
multipUciren darf, so können wir den gemeinschaftlichen 
Nenner mn weglassen. Der grösste von den drei Indices ist 
2mn -\- 2m — n, der kleinste ist 2m + 2n — mn ^). 

Demnach sind die Indices der HexakisoktaSderfläche, die 

im System XYZ die Indices 1 hat, im System X'Y'Z': 

•^ n m "^ 

2mn-|-2m — n 2mn-|-2n — m 2m-j-2n — mn 

Früher wurde gezeigt, dass dem Zeichen hkl, worin 

h > k >1, das Naumann'sche Zeichen "i~ O-r- entspricht. 

Alle Hexakisokta@derflächen, welche im System XYZ das 
Parameterverhältniss m : 1 : n haben, haben im System X'Y'Z' 
das Parameterverhältniss 

2mn +2m — n - ^ 2mn + 2m — n 
2m 4- 2n — mn * ' 2mn-}"2n — m 

Diesem Verhältniss entspricht die Formel: 

2mn -f- 2m — n ^ 2mn + 2m — n 
2m-|-2n — mn 2mn-|-2n — ^^ m 



^^^ setze^ um zu erfahren, welcher von zweien Indices der grössere 
ist, 2inL-|-2n — mn>'2mn + 2n — m, so folgt diaraas 1 >• n. Da 
aber n stets >► 1 sein muss, soist2m-|-2n — mn <C2mn + 2n— m. 
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Zweiter Fall. Die Indices einer HexakisoktaSderfläche 

seien im System XYZ: 1 

•^ n m 

Setzen wir in Gl. 5, S. 225 fiir efg die Werthe 1 ^ — 

n m 

so ergeben sich die Indices derselben Fläche in Bezug auf das 

System X'TZ': 

2mn + 2m-|-n 2mn — m — 2n 2m — mn — 2n 

Der erste dieser drei Indices ist der grösste. Um zu 
erfahren, welcher von den beiden anderen der grössere ist, 
haben wir die absoluten Werthe zu vergleichen. Ist 

2mn — m — 2n < mn-f-2n — 2m 
oder ist 

4 — m 

so ist das Parameterverhältniss derselben Fläche in Bezug auf 
das System X'Y'Z': 

2mn-f-2m + n - ^ 2mn + 2m + ii 
2mn — m — 2n ' * mn-|-2n — 2m 
Ist 

n < 



4 — m 

so ist das Parameterverhältniss derselben Fläche, bezogen auf 
das System X'Y'Z': 

2mn-)-2m + n..^ 2mn + 2m -f" ^^ 
mn-|-2n — 2m * ' 2mn — 2n — m 

Ist endlich 

m 



n 



4 — m 

so ist das Parameterverhältniss derselben Fläche, bezogen auf 
das System X'Y'Z': 

3 - 3 

• 1 • 



m— 2 m — 2 

Diesem Yerhältniss entspricht eine IkositetraSderfläche. 
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Dritter Fall. Die Indices einer HexakisoktaSderfläche 

1 1 

im System XYZ seien 1 

'^ n m 

Mit Hilfe der Gl. 5 findet man Folgendes. Ist 

^ 4m 

so ist das Parameterverhältniss derselben Fläche, bezogen auf 
das System X'Y'Z': 

2mn-|-m-f-2n ^ 2mn + Di+2n 
2mn — 2m — n * * mn + 2m — 2n 

Ist 

4m 
m -f- 1 

so ist das Verhältniss der Parameter: 

2mn + m 4- 2n ^ 2mn + m + 2n 
mn-|-2m — 2n ' ' 2mn — 2m — n 
Ist 

4m 

so ist das Parameterverhältniss: 

3 (m + 1) . . 3 (m + 1) 
2 (m — 1) 2 (m — 1) 

Diesem Verhältniss entspricht eine Ikositetraöderfläche. 

Vierter Fall. Die Indices einer HexakisoktaSderfläche 

im System XYZ seien 1 — — 
"^ n m 

Ist 

n < 7 (oder mn + 2m + 2n > 2mn + m — 2n) 

m — 4 

so ist das Parameterverhältniss derselben Fläche, bezogen auf 
das System X'Y'Z': 

mn + 2m + 2n ^ - ^ mn + 2m -]- 2n 
2mn + n — 2m * 2mn + m — 2n 
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Ist 



n = 



m 



m — 4 
so ist das Parameterverhältniss : 

3 

Diesem Yerhaltniss entspricht eine Fläche des TriakisoktaSders. 

Ist 

m 

^> 1 

m — 4 

so ist das Parameterverhältniss: 

2mn + m — 2n ^ 2inn + in — 2n 

: 1 : 



2mn + n — 2m 



mn + 2m -\- 2n 



§. 26. 
Farallelflächen TOn mOm. 

Um die Parameter oder Indices einer Ikositetraöderfläche, 
bezogen auf die Axen XYZ, zu erhalten, deren homologe Fläche 
in demselben Axensystem die Indices 

1) m 1 1 2) m 1 1 3) m I 1 

hat, setzen wir in den Formeln des vorhergehenden Para- 
graphen n = m. 

Erster Fall, m 1 1. 
Dem Zeichen (hll) entspricht das Naumann'sche Zeichen 

h \\ 

j y. Sind die Indices einer Ikositetraßderfläche, bezogen auf 

das Axensystem XYZ, m 1 1, so sind die Indices derselben 
Fläche, bezogen auf X'Y'Z': 

2m +1 2m + 1 4 — m 

Diese Indices entsprechen einer Fläche des Triaki3okta6der8 

2m4-l 



wenn m < 4. 



4 — m 
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Bio entsprechen einer Flache des Rhombendodekaöclers oo 0, 
wenn m = 4 und entsprechen einer Flache des Triakisoktaöder» 

m — 4 

wenn m > 4 ist. 

Zweiter Fall (m 1 :• Parameter —1, m, m. 
Die Fl&chen, welche •**- -.^r^^hende Parameteirerlialtniss 
in dem einen System h^v '^^ben im anderen Systeme da» 

raranieterverhRltnis> j , *** ' ^ Q^ ^ 

"" + 4 Jh^^^-^y 

— 1 '^ t^ / 



< , m + 4 

_n l' 2m 1 v-j^ 

, 4 >^ -» - X \xler m < 5 (IkositetraSder), 



1:1: 1. v:rT 



t \ 



vcrwn IV. 



lakisoktaSder). 



.»\ 



II. 
P 



. ^aU (m 1 1). Parameter 1, — m, m. 

.v.a^ welche das vorstehende Parameterverhältniss 
. S\stem haben, haben im anderen Systeme das 



^» ' 




2m + 3 , j . 2m + 3 1.-^ — ? 

2m — 3 ' • m 7 f) i- 

ci (Hexakisoktaöder), L/ 2^ 

i^ wvnu m = 3 (Ikositetraeder), 

2m + 3 , 2m + 3 

m 2m — 3 
\unu la ^ 3 (HexakisoktaSder). 



§. 27. 
Parallelfläehen yon mO. 

Um die Indices einer Fläche des Triakisoktaöders in Bezug 
l^^t dft« zweite Axensystem X'Y'Z' zu erhalten, setzen wir in 



j I 
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den Formeln des §.25 n = 1. Auch hier sind 3 Fälle zu 
unterscheiden. 

Erster Fall (m m 1). Parameter 1, 1, m. 

Die Flächen des Triakisokta6ders, welche das Parameter- 
verhältniss m : 1 : 1 im System XYZ haben, haben im System 
X'Y'Z' da« Parameterverhältniss : 

: 1 : j— jr- (IkositetraSder). 



m + 2 • • m+ 2 

Zweiter Fall (m m 1). Parameter 1, 1, — m. 

Die Flächen, welche im System XYZ das Parameter- 
verhältniss — m : 1 : 1 haben, haben im System X'Y'Z' das 
Parameterverhältniss : 

4m -)- 1 - 4m -f- 1 
2— m • • 2- m 

wenn m < 2 (Ikositetraöder), 

00 : 1 : 00, wenn m = 2 (Hexaeder), 

4m + 1 1 4m + 1 ^ ^ 

^-rr- : 1 : —pr- wenn m > 2. 

m — 2 m — 2 

Dritter Fall (mml). Parameter 1, — 1, — m. 

Die Flächen, welche das Parameterverhältniss — m : 1 : — 1 
im Systeme XYZ haben, haben im Systeme X'Y'Z' das Para- 
meterverhältniss : 

3 m + 2 : 1 : -r — ^ (Hexakisoktaäder). 



§. 28. 

Parallelfläehen von ooOn. 

In den Formeln des §. 25 setzen wir m = oo und unter- 
scheiden zwei Fälle. 
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Erster Fall (n 1 0). Parameter 1, n, oo. 

Die Flächen, welche im System XYZ das Parameter- 
verhältniss oo : 1 : n haben, haben im System X' Y' Z' das 
Parameterverh'altniss 

2(n + l) . . 2(n+l) 
2 — n 2n — 1 

wenn n < 2 (Hexakisoktaßder), 

00 : 1 : 2 

wenn u = 2 (TetrakishexaSder), 

2(n + l) 2(n + l) 

n — 2 2n — 1 

wenn n > 2 (Hexakisoktagder) 

Zweiter Fall (n 1 0). Parameter — 1, n, oo. 

Die Flächen, welche im System XYZ das Parameter- 
verhältniss oo : 1 : — n haben, haben im System X'Y'Z' das 
P arameterverhältniss 

2n + l 2n+l 

2 (n — 1) n + 2 

wenn n < 4 (Hexakisoktaöder), 

A ± 

2 ' • 2 

wenn n = 4 (IkositetraSder), 

2n+l 2nH-l 

n + 2 • 2 (n — 1) 

wenn n > 4 (Hexakisoktagder). 



— 235 — 

§. 29. 
Parallelfläehen Ton ooO. 

Erster Fall (1 1). Parameter 1, oo, 1. 

Die Flächen, welche im System XYZ das Parameter- 
verhältniss oo : 1 : 1 haben, haben im System X'Y'Z' das 
Parameterverhältniss 

4:1:4 (Ikositetraöder). ' ' 

Zweiter Fall (1 1). Parameter 1, oo, — 1. 

• Die Flächen, welche im System XYZ das Parameter- 
verhältniss 00 : 1 : — 1 haben, haben im System X'Y'Z' das 
Parameterverhältniss 

00 : 1 : 1 (RhombendodekaSder). 

§. 30. 

Parallelfläehen Ton 0. 

Den Flächen des Oktaeders in dem einen Individuum sind 
im anderen zwei Flächen von und sechs Flächen von öOft 
parallel. 

§. 31. 
Parallelfläehen Ton ooOoo. 

Den Flächen des Hexaeders in dem einen Individuum sind 
sechs Flächen von 2O in dem anderen Individuum parallel. 

§. 32. 
Bestimmung der Zwillingsfläche. 

Erstes Beispiel (Spinell, Magneteisen). 

Erstes Verfahren. Eine am Spinell und Magneteisen 
häufig auftretende Zwillingsbildung ist in Fig. 75 im Durch- 



■V 
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schnitt, in Fig. 75 a in paxallelperspectivischer Ansicht dar- 
gestellt. Der Winkel der beiden Flächen o o in Fig. 75 a (eg in 
Fig. 75) ist 109^28' 16". Bei der Berechnung .des Oktaeders 
haben wir den Winkel zweier OktaSderflächen gleich 109^ 28' 16" 
gefunden. Die Flächen oo in Fig. 75a, eg in Fig. 75 sind 



Flg. 75. 



Flg. 75 a. 






mithin Oktaöderflächen. Die drei Flächen d f e in Fig. 75 sind 
tautozonal, denn sie schneiden sich in einer auf der Papierebene 
senkrechten Linie. Kann bewiesen werden, dass f parallel der 
OktaSderfläche g ist, so ist die ZwiUingsfläche f eine OktaSder- 
fläche. Im §. 24, S. 226 ist gezeigt worden, dass die Zwü- 
lingsfläche f den Winkel der beiden Flächen d und e halbirt. 
Dieser Winkel de ist gleich 141^3' 28"; der halbe Winkel fe 
ist gleich 70® 31' 44" und da dieser Winkel den Winkel eg zu 
180® ergänzt, so ist f parallel g. Mithin ist die ZwiUingsfläche 
eine Oktagderfläche, was auch der blosse Anblick lehrt. 

Zweites Verfahren. Die Zwillingsfläche liegt in zwei 
Zonen, ergibt sich mithin als Durchschnitt derselben. Die erste 
Zone wird gebildet von den Flächen, deren Indices 111 und 

1, die zweite Zone von den Flächen, deren Indices 111 

m m 

und — 1 — sind. Mit Hilfe der Zonengleichunff findet man 
mm o o 

für die Indices von f die Werthe 111. f ist mithin eine 
Oktagderfläche. 

Drittes Verfahren. Die Oktagderfläche , welche im 
System XYZ die Indices 111 hat, erhält nach ihrer Drehung 

um die Zwillinffsaxe durch 60^ die Indices — 1 — oder 1ml 

mm 






• • • •*• ' 
. • . . • 



— 237 — 

bezogen auf dasselbe System XYZ. (Es ist das genau dasselbe, 
als wenn man sagt: Die Fläche, die im System XYZ die 

Indices 111 hat, hat im System X'Y'Z' die Indices 1ml.) 



Fig. 76. 




In Fig. 76 sei o' die Fläche, deren Indices 1ml, und o 
die OktaMerfläche, deren Indices 111 sind. Die Gleichung 
von o' ist: 



cos o'x = — cos o'y ^ cos o'z 
m -^ 



Daraus 



m 



coso y 



cos y ctg o'y 

sin o'y cos 45 cos 4 5 



cos o z 

Da o'y = oy — o'o = 15<>47' ist, so folgt 

m = 5 

Oben wurde gezeigt, dass, wenn zwei Oktaeder mit einer 
Okta^derfläche als Zwillingsfiäche verwachsen sind, eine Fläche 
des zweiten Oktaeders nach der Drehung die Indices 151 
oder das ParameterverhSltniss 5:1:5 erhält. In unserem 

Falle hat eine OktaMerfläche 111 nach der Drehung die 
Indices 15 1 erhalten, folgUch ist die Zwillingsfiäche die 
Okta^derfläche. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch ohne Zeichnung, 
wenn man die GL 5, S. 225 anwendet. 
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Flg. 77. 



Zweites Beispiel (Zinkblende). 

Die Fig. 77 repräsentirt eine an der Zinkblende häufig 
vorkommende Combination. Jeder Kantenwinkel ist 120®, da- 
her liegt 00 vor. 

Die Fläche des Rhombendode- 
kaöders, die im System XYZ die 

Indices 11 hat, hat nach ihrer 
Drehung um 180® in Bezug auf das- 
selbe System die Indices T — — 

mm 

oder m 1 1 und bildet dann mit ihrer 

Nachbarfläche (1 m 1) einen Winkel 
von 120®. Setzt man in der Gl. 16, S. 26 

hh' + kk' + ir 




Vh« + k« 


_|_ 1« Vh'« + k'« + 1" 


für hkl und h'k'l' die Werthe m 1 1 und 1 m 1, so erhält 


man die Gleichung 




2m + l 

cos W — 3 JT 

m* — 2 


(w — 180 120 — 60) 


Daraus folgt 




/ . w ml 

v y. am —— — 


m 1 


'^ Vm» + 2 


V'm» + 2 \/m» + 2 


Setzt man 




cos tp = 

so ist 

m — 
imd 


m 


v/m*+ 2 


v/2-sin l - 


sin 9 

= cos cp ==- 

^ V^2 


Setzt man 





so ist 



tg ([> = ^2 

JTT ' "^ ' 4. I si n {^ — y) 
v2 sm -?r- = cos 9 — sm (p . ctg * = ^ — r— *— 

2 ^ TOT gjjj ^J, 
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Daraus 

sm(^ — ?) = V2 sm^^sin — 

Die Rechnung ei^bt ^ = 54«44', tp = 19* 28 und m = 4, 

Die Flache 1 1 im System XYZ hat nach ihrer Drehung 

um 180^ bezogen auf dasselbe System die Indices 4 11. Dies 
sind die Indices einer Flache des Ikositetra^ers 4O4. Setzt 

man in den GL 5, S. 225 für efg die Werthe 1 T, für e'f g' 

die Werthe 4 1 1, so kann man die Indices hkl der Zwillings- 
fläche aus diesen 61. 5 ermitteln. Man erhält zunächst die 
drei Gleichungen 

4 = 2hl — 2hk 

l=k» — 1« — h« — 2kl 

1= — k* + l» — h« — 2kl 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man durch 
Subtraction : 

2k« = 21« oder k^ = 1» 
woraus 

k=±i 

Von den beiden Werthen von k ist nur der zweite k = — 1 
zu yerwerthen ; denn setzt man den Werth k = 1 in die erste 
Gleichung, so erhält man 4 = 0, was nicht möglich ist. Für 
k = — 1 geht die erste Gleichung über in 

hl=l 

Durch Division der zwei ersten Gleichungen erhält man 
für k = — 1 die Gleichung : 

1 



1 = 



Aus dieser Gleichung folgt 



2I-A 

h 1 



Der letzte Werth 

_1_ J_ 

h ~ 2 
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verbunden mit der Gl. hl = 1 liefert imaginäre Indices, ist 

daher nicht zu gebrauchen. Der Werth -r- = 1 liefert mit 

h 1 = 1 die Werthe h = i 1 und 1 = i 1. Die Indices 
der Zwillingsfläche sind mithin 

lll oder llT 

Diese Indices repräsentiren eine OktaSderfläche. Die 
Zwillingsfiäche ist mithin eine OktaSderfläche. Das lehrt hier 
wiederum schon der blosse Anblick, kann iher auch aus §. 29 
erkannt werden. 



Anwendung der im §. 24 vorgetragenen Theorien 
anf das tetragonale KrystaUsystem. 

Erstes Zwillingsgesetz: Zwillingsfläche ist die Deutero- 
pyramide Poo oder (1 1). 

§. 33. 

PanUeUlifheii Ton mPn. 

Die Indices einer Flache der ditetragonalen Pyramide in 
Bezug auf XYZ seien 

1) 1 — — 2) - 1 — 3) — 1 — 4) 1 — — 
nm n m n m nm 

Welche Werthe haben die Indices, bezogen auf dasselbe 
System XYZ, nachdem die Fläche um die Zwülingsaxe durch 
180* gedreht worden ist? Die gesuchten Indices seien e'f g'. 

Erster Fall 1 1 1. Parameter 1, n, mc. 

\ n m/ 

In den 6L 5, S. 225 setzen wir a = b = 1 und für 

«fg die Werthe 1 — — und flbr h kl die Werthe 101. 
^ n m 
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Dadurch erhalten wir: 

e' = n [m (c« — 1) + 2] f = — m (c« + 1) 

g' = n[c«(2m- 1) + 1] 

Der erste Index bezieht sich auf die X-Axe, der zweite 
auf die Y-Axe, der dritte auf die Z-Axe. In der Formel 

mPn ist m stets der Coöfficient der Hauptaxe und kann ^ 1 

sein; n dagegen ist stets > 1 und bezieht sich auf eine Neben- 
axe. Aus den Indices erhält man die Ableitungszahlen: 

J_ J_ J_ 

Ist f > e', so ist -FT^ —r 

T e 

Man multiplicire jeden Index mit f. Die Fläche gehört folg- 
lich der Gestalt 

f „ f 

— r " — r an. 
g ^ 

Ist f <. e\ so ist i^> -r 

T e 

Man multiplicire jeden Index mit e'. Die Fläche gehört folg- 
lich der Gestalt 

Ist f = e', so gehört die Fläche der Gestalt 

—r P an. 
g 

In unserem speciellen Falle ist mithin die Gestalt 

m (c« + 1) p m (c^ + 1) 

n [c* (2m - 1) + 1] n [m (c* — 1) -f 2] 



wenn 



-(•^^ + ^) --list, 



n [m (c« - 1) + 2] 
m (c» - 1) + 2 p n [m (c*- 1) + 2] 
c»(2m-l)-|-l m(c*+ 1) 



wenn 



— ^iSl±iI-^ ^ 1 ist 
n [m (c» - 1) + 2] ^ ^ '^*- 

Henrich, Lehrbuch der Krystallbereohntmg. 16 



i./'l;- 



. 'unmeter n, 1, mc. 
.::3 ür efg zu setzen 



_ r f = - mn (c' + 1) 
.,. - 1 ,1 - »■) 
11 - L^e:>talt die Formel: 
i . niii (c* 4- 1) 

2n + ni(c* — 1) 



1) 



>1 



X^ii --1) ' 

^ •2n+m(c'-l) 



nn (c» + 1) 



< 1 ist. 




Jft- mw' ~ 1) 

-, ^- «3^1 4 - t — 1. Parameter — n, l,mc. 
.lj \ ^ £i^ *tn^.' r filr efg die Werthe m, mn, n 

«1 .'■ - : f = — mii(c»+l) 

^ il ,1 -t — imc* 

^^^ «tut 'M»'ht ^5-' i ■:• i'fstalt die Formel; 
tu Q Ic' -|- I) 



i-«.* 


-1 fl 


i«-m,c'-l) 




{, - .. 


'tt» 




•i iv' 


ui 10^ - 1) - 2b 
«.Mc' + l) 
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wenn 

mn (c' 4- 1) 



2n — m(c»— 1) 



<list. 



Vierter Fall (1 1. Parameter — ' 1, n, mc. 

\ n m/ 

In den 61. 5 setzen wir für efg die Werthe mn, m, n und 
erhalten : 

e' = mn(l— cO + 2n f = — m (c' + 1) 
g' = n(l — c') — 2mnc' 

Daraus ergibt sich fOr die Gestalt die Formel: 

m(c' + 1) p m (c' + 1) 



wenn 



n [c' (2m + 1) — 1] n [m (c» — 1) — 2] 

m (c^ -I- 1) 



oder 



n [m (c* — 1) _ 2] 



>1 



wenn 



m (c' — 1) — 2 p n [m (c^ - 1) — 2] 
c^(2m + l) — 1 m(c^ + 1) 

m(c^+l) ^j 



n [m (c^ — 1) — 2] 

§. 34. 

Parallelflächen Ton mP. 

In den Formeln des vorhergehenden Paragraphen setzen 
wir n = 1 und haben dann nur zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erster Fall (l 1 — )• Parameter 1, 1, mc. 

Die Fläche, welche im System X YZ die Indices 11 — hat, 

hat nach ihrer Drehung um 180®, bezogen auf dasselbe System, 
die Indices : 

e' = m (c^ — 1) + 2 f = — m (c^ + 1) 
g' = c'(2m — 1) + 1 



.1. ■ ■ - 1) + 2 

— > l 
Ml. 



i ■■:' + 1) 



-. L'irdmeter — 1, 1, mc. 
- . -^ iind aach der Drehung der 

, :• = - m (c> + 1) 

— .■ — lülC' 
»-,-ia.: -iit Formel: 
J 31 K-* -!- 1) 



i l-.'^ ^ 1) 



vi -■ -<Citu wir = 30 und unter- 
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Erster Fall (10 — V Parameter 1, oo, mc. 

Die Fläche 10 — hat nach ihrer Drehung um 180" die 

m 

Indices 

e'=m(c» — l) + 2 f=0 g'= c» (2m — 1) + 1 
Daraus erhalten wir für die Gestalt die Formel: 

m (c* _ 1) + 2 



c»(2m — 1) + 1 



Poo 



Zweiter Fall (0 1 — j. Parameter oo, 1, mc. 

Nun ist 

e'=2 f= — m(c»+l) g'=l — c» 

Daraus ergibt sich für die Gestalt die Formel: 

m (c» + 1) m (c» + 1) 
1 — c» 2 



wenn 



oder 



mjcf+j) ^j 



2 P 



wenn 



1 — c« m (c« + 1) 
^^^^ < 1 ist. 

Dritter Fall ( f — ). Parameter — 1, oo, mc. 

Nmi ist 

e' = m(l — c«) + 2 frnO g'=l — c« — 2mc« 

Daraus folgt die Formel 

m(c'-l)-2 
c'(2mH- 1) — 1 



k 



Farallelflächen von coPn. 

In den Formela des §, 33 setzen wir m = od und unter- 
scheiden zwei Fälle: 

Erster Fall A — oY Parameter 1, n, ca. 

Die Fläche 1 — hat nach ihrer Drehung um 180" die 
Indices 

e' = n(c>— 1) f' = -(c» + l) g' = 2nc» 

Daraus ergibt sich fUr die Gestalt die Formel: 
c' + l c' + l 

2iic' n (c« - 1) 
wenn 



n ( c' - 1) n (c' - 1) 
"2nc' c>+l 

'+1 



n (c' - 1) ^ 

Zweiter Fall ( — 1 o\ Parameter n, 1, od. 

Nun ergibt sich 

e' = c' — 1 f' = — ii(c«-fl) g' = 2c' 

Daraus folgt für die Gestalt die Formel: 

n (c'-f 1) p o (C + 1) 
2c« c» — 1 

§. 37. 

ParallelMchen von ooP. 

Setneu wir in den Formeln des Torhei^ehenden Paragraphen 
11= 1 , so erhalten wir das folgende Resultat. 
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Die Fläche 110 hat nach ihrer Drehung um 180^ die 
Indices 

e' = c^ — 1 f' = — (c^ + 1) g' = 2c^ 

Daraus erhält man für die Gestalt die Formel: 

c' + lpc' + l 



2c' c 



2 



§. 38. 
Parallelflächen Ton ooPoo. 

In den Formeln des §. 36 setzen wir n = oo und erhalten 
das folgende Resultat. 

Die Fläche 10 hat nach ihrer Drehung um 180^ die 
Indices 

e' = c^ — 1 f' = g' = 2c' 

Daraus ergibt sich für die Gestalt die Formel: 

c^— 1 



2c^ 



Poo 



Zweites Zwillingsgesetz: Die Zwillingsfläche ist eine 

Fläche der Grundpyramide P. 

§. 39. 

Parallelflächen von mPn. 

Wir denken uns zwei ditetragonale Pyramiden nach diesem 
öesetze verwachsen und fragen uns: Welche Werthe haben 
die Indices einer Pyramidenfläche nach ihrer Drehung um 180^, 
wenn sie vor der Drehung die Werthe 

1)iJ_Jl 2)1—— 3)T — — 4)1— — 

'nm nm nm '^nm 

hatten? 
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Erster Fall 11 — — ). Parameter 1, n, mc, 
V n m/ 

In den Tormeln 5, S. 225 setzen wir fUr efg die Werthe 
mn, m, n und erhalten ftlr die gesuchten Indices die Werthe: 
e' = 2mc" — ran + 2n f ^ 2mnc' — m -f- 2n 

g' = 2mc" (n + 1) — n (2c- — 1) 
Daraus findet man leicht, wie im vorhergehenden Para- 
graphen gezeigt wurde, fUr die gestalten die Formeln. 

Zweiter Fall (1 ). Parameter 1, — n, mc. 

V n m/ 

Mau timift für e'f g* die Werthe: 

e' = — mn — 2mc' + 2n f = 2mnc" + m-|-2a 

t''^2rac=(n-l) + n(l-2c") 



Dritti- 



Fall (1 |. Parameter - 

V n m/ 



-- niii -j- 2mc' + 2n f ' = — 2mnc" — m + 2n 

g' = _ 2mc" (n — 1) + n {1 — 2 c') 



Vierter 



Fall (1 1. Parameter ^1, — n, m c, 

\ D m/ 



v 



e' = mn — 2mc" + 2n f ' := m — 2mnc^ -|- 2n 

g' = -2mc'(l-|-n)+n(l-2c') 
Wir unteriassen es hier zu specialisiren, weil es genau so 
geschieht, wie in den vorhergehenden Pari^p^phen gezeigt, 
wurde. 



Drittes Zwillingsgesetz : Die Zwilliugsfläche ist eine 
Fläche des Prismas ooP. 

Dieses Oeyetz ist ohne allen Einfluss auf die holoedrischen 
Gestalten, für die hemiSdrischen Gestalten hat es eine Repro- 
duction der holoedrischen Muttei^eetalten zur Folge. Die Theorie 
hat mitliin keine Aufgabe zu lösen. 
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§. 40. 

Bestimmung der Zwillingsfläche (Zinnstein). 

Erstes Verfahren. Die Fig. 78 repräsentirt eine paraUel- 
perspectivische Projection eines Zwillings, der am Zinnerz 
häufig vorkommt. 



Fig. 78. 



Flg. 79. 





Die Fig. 79 ist ein Durchschnitt durch fed. In Fig. 79 
repräsentirt dk die Zwillingsfläche. Die Flächen ed, dk und 
dl (Fig. 79) sind tautozonal; denn sie schneiden sich in einer 
Geraden. Wir wissen aber, dass die Zwillingsfläche dk den 
Winkel der beiden Flächen Id und de halbirt. Dieser Winkel 
Ide ist gleich 112^7'. Wenn gezeigt werden kann, dass die 
Linie dk der Linie fe parallel ist, dann muss die Zwillings- 
fläche die Deuteropyramide P 00 sein. Ist dk nicht parallel ef, 
so ist die Zwillingsfläche eine Deuteropyramide mPoo, und m 
ist noch zu ermitteln. Ziehen wir die Hilfslinie ge parallel dk, 
so folgt aus dem ebenen rechtwinkligen Dreieck geh: 

ctff a = -f — = —z — 
*^ he 1 

denn die Pyramide o in Fig. 78 wird zur Grundpyramide gewählt. 
Nun ist c = 0,6721 (S. 100) und a = 56» 3' 30". Mithin ist 

m = l 
Es fällt folglich der Punkt g in Fig. 79 mit f zusammen; die 
Linie dk ist parallel ef und die Zwillingsfläche ist die Deutero- 
pyramide Poo. 



r 
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Zweites Verfahren. Die Zwillingsfläche soll aus den 
beiden Winltehi gT und g'g ennittelt werden. Die Fläche g' 

hat die Indices (s. Fig. 80) 1 . Die Gleichung der 

Fläche g' ist daher 

cos g*!' ^ — n cos g'l = mc cos g*« 




Um g'z, g'l zu flnden, berechne man zonächst das sphä- 
rische Dreieck gg'l', in welchem 

gl' = g'l' = 45» und g'g = 46'» 28' 
ist. Die Rechnung ergibt 

g'I'g = 67« 49' und l'gg' = 64« 34' 
mithin 

g'l'z = 22Ml' und g'gz = 25>26' 
Mun ist 

cos g'l' cos g'l' clg g'l' 

cos g'l 



sin g' 1' sin g' 1' z 
cos g'l' 



sin g'l'z 

:'i' 



= 2,649 



^L möge de 



c sin f 1 cos g Iz c cos g i z 
Die Flächen g, g' und die Zwillings^he f (Fig. 80 
tautozonal. Die Indices der Zwillingsääche f seien 1 — 7, 
möge der Zonengleichung ergibt sich 
(n-l) 



) sind 
Ver- 
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Setzt man m = 1,607 und n = 2,649, so erhält man 

m' = l 

Die Zwillingsfläche hat die Indices 11, folglich ist sie 
die Deuteropyramide Poo. 

f ergibt sich auch aus dem Schnitt der beiden Zonen 
gg^ und zl. 

Drittes Verfahren. Die Zwillingsfläche soll aus den- 
selben Winkeln g'g und g'l' in anderer Weise ermittelt werden. 

Man bestimme die Indices von g' wie vorher. Dreht man 
das untere Individuum um 180^, so kommt g' in die Lage, in 

welcher es die Indices 110 hat (g gegenüber). Setzt man in 

den Gl. 5, S. 225 fttr efg die Werthe 110, für e'f'g' die 

Werthe 1 ^ ^.^ ^ ^^„ und a = b = 1, so kann man die In- 
2,649 1,607 

dices hkl der Zwillingsfläche berechnen. Man erhält zunächst 
die drei Gleichungen: 

mn = — c'h' + P + c'k^ + 2hkc' 
— m = — c^y — r + c'k^ — 2hkc^ 
n = 2c'l(k — h) 
Addirt man die beiden ersten und dividirt die Summe durch 
die dritte Gleichung, so erhält man 

m (n — 1) k j h^ 

Der Anblick der Figur lehrt, dass die Indices der Zwillings- 
fläche die Werthe Ol — ; haben. Setzt man h = 0, k = 1 

m 

und 1 = — 7, so eriribt sich m' = — = 1 wie vorher. 

m ° n 

Bestätigt wird diese Untersuchung durch die Resultate des 
§. 37. Dort wurden zwei Prismenflächen mit der Deutero- 
pyramide Poo als Zwillingsfläche verwachsen gedacht und es 
wurde gezeigt, dass die Fläche des Prismas ooP, wenn sie 
durch 180^ um die Zwillingsaxe gedreht wird, zu der Pyramide 

?r"ä P~"2 r- = 1,607 r 2,649 Wird. 

2c^ c* — 1 



Anwendung der vorgetragenen Theorie anf das 
hexagonale Erystallsystem. 

8. 41. 

Zwillinge in den holoedrischen Krystallreihen gehören zu 
den Seltenheiten; in den hemisdrischen und tetarto^drischen 
Krystallreihen kommen sie aber häufig vor. Zwillinge mit 
parallelen und nicht parallelen Äxen kommen auch hier vor. 
Die ersteren sind gewöhnlich so verwachsen, als ob die Natur 
die holoSdtiache oder hemisdrische Stammform reproduciren 
wollte. Solche Zwillinge bedürfen nicht der mathematischen 
Behandlung. 

Hier beschäftigen wir uns allein mit den Zwillingen, deren 
Axen nicht parallel sind. 

Die Gl. 5, S. 225 gelten auch für dieses System, dem wir, 
wie in §. 14, S. 112 gezeigt worden ist, rechtwinklige Äxen 
unterlegten, deren Grössenverhältniase 1 : V3 : c sind. 
In den Gl. 5, S. 225 haben wir daher zu setzen 
a = 1 b = V3 c = c 

und erhalten; 

i e' = e(3h'c" — 31' - k^c') + 2h (31g + kfc') 
1) ] f' = f (k'c" — ar — 3c"h')-i-6kag + hec') 
I g'=g(3l'- 3c'h' — k'c') + 2c=l(3he + kf) 

§. 42. 

Erstes Zwillii^gesetz : Die Zwillingsfläche ist eine 
Fläche der Pyramide m'P. 

Die Indices einer Pyramidenfläehe von m'P seien 11 — ; 

oder m' m' 1 (Parameter 1, V3, m'c). Setzen wir in die vor- 
ütehendeu öl. 1 für hkl die Werthe m'm'l, so erbalten vrir: 

I e' = e (2m"c" — 3) + 2m' (3g + c'm'f) 
2) f = — f (2m''c" + 3) + 6m' (g + c'em') 

( g' = g (3 - 4 m'-cO + 2c' m' (3e + f) 
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§. 43. 



Parallelfläehen Ton mPn. 



Fig. 81. 



Wir denken uns zwei dihexagonale Pyramiden oder zwei 
hexagonale Skalenoöder nach diesem Zwillingsgesetze verwachsen 
und gruppiren zunächst die Indices 
der Flächen XD, DE, EF u. s. w. 
nach den abwechselnden Sextanten, 
Vorher mag noch bemerkt werden, 
dass, wenn in Fig. 81 der Schnitt- 
punkt der Axen ist, OX = 1, 

Y = \/3 und Z (nicht sichtbar) 
gleich c ist, dass ferner die Indices 
der Fläche XD 

l2jz£j.odermn, m(2--n), n 
n m 




die der Fläche DE 



1 2n — 1 1 



n 



n 



m 



oder m, m (2n — 1), n 



und die der Fläche EF 



n— 1 n+1 1 



n 



n 



m 



... I mn, m (2 — n), n 
\ m, m (2 n — 1), n 

jjj/— mn, m(2 — n), n 
\ — m, m (2n — 1), n 



oder m (n — 1), m (n -f l)i n sind. 

jj f — m (n— 1), m (n + 1), n 
) m (n — 1), m (n + 1), n 

j^ / — mn, — m (2 — n), n 
) — m, — m (2n — 1), n 



^/— m(n— 1), — m(n+l),n 
) m (n — 1), — m (n -f- l)i n 



^ / mn, — m (2 — n), n 
\ m, — m (2 n — 1), n 



Die in den Sextanten I, III und V liegenden Flächen re- 
präsentiren zugleich die obere Hälfte des positiven Skaleno^ders ; 
die in den Sextanten IV, VI und II liegenden Flächen die obere 

Hälfte des negativen Skalenoöders ^ — 



Erster Fall. Indices mn, m (2 — n), n, 
nv'ä" 
2_n' "*" 

Welche Werthe haben die Indices der Fläche m n, m (2 — n), n, 
nachdem diese Fläche durch 180" um die ZwiUingsaxe gedreht 
worden ist? — Wir setzen in den Gl. 2, S. 252 filr efg die 
Werthe mn, m {2 — n), n und erhalten für die gesuchten 
Indices e'f'g' folgende Werthe: 

e' = 4 m" m c^ + 3 n (2 m' — m) 

f = 4 m" mc' {2 n — 1) -f 3 (2 m'n + mn — 2 in) 

= 4m"mnc'-f 3 (2m'n — m) -f- m (n — 1) (4m"c' + 3) 

g' = 4m'mc' (n -f- 1) — n (4ni"c" — 3) 

Zweiter Fall. Indices m, m(2a— 1), n. 
Parameter n, -= ^, m c. 

In dvn Ol. 2 , S. 252 setzen wir für e f g die Werthe 
m, m (2 u — 1), n und erhalten : 

e' = 4 m" m n c' + 3 (2 m' n — m) 

4m"mc' (2 - n) + 3 (2m'n - 2 mn + m) 
4 m' m c' (n -f- 1) — 4 m" n c' -|- 3 n 



Diitter Fall. Indices m (n — 1), m (n -]- 1), n. 

Parameter ^-i i — ^i mc. 

n — 1 n "i" 1 



\ : ._ 

^^B m (u — 1), ni (n -f- 1), n und erhalten: 
^^^^ e'=; 4m'*mnc' + 3 (2m'n — mn -f- m) 

^^H f= — 4m'*mc*(2 — n) + 3 (2m'n — mn — m) 

I^B g'=^4m'mc*(2n— 1) — 4m'»nc»+ 3n 
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Vierter Fall. Indices — m n, m (2 — n), n. 
Parameter — 1, -75 , mc. 

Setzt man in den Ol. 2, S. 252 für efg die vorstehenden 
Indices, so erhält man: 

e'= — 4m'»mc« (n — 1) + 3n (2m' + m) 

f = — 4m'2mc» (n + 1) + 3 (2m'n + mn — 2m) 

g'= — 4m'mc' (2n — 1) + 3.n — 4m'»nc« 

Fünfter Fall. Indices — m, m(2n — 1), n. 

Parameter — n, tt =-, m c. 

Jn — 1 

Setzt man in den Gl. 2, S. 252 für efg die vorstehenden 
Indices, so erhält man: 

e'= 4m'«mc2 (n — 1) + 3 (2m'n + m) 

f = — 4m'2mc« (n -f 1) + 3 (2m'n — 2mn + m) 

g'=_4m'mc«(— n + 2) — 4m'«nc«+ 3n 

Sechster Fall. Indices — m (n — 1), m (n -|- 1)» n- 

p . -n nv/3" 

Parameter 7-, s — =-, mc. 

n — 1 n -f- 1 

Setzt man in den 61. 2, S. 252 für efg die vorstehenden 
Indices, so erhält man: 

e'= 4m'*mc* -|- 3 (mn — m + 2m' n) 

f =— 4m'»mc«(2n — 1) + 3 (2m'n — mn — m) 

g'= + 4m'mc« (2 — n) — 4m'«nc«+ 3n 

Siebenter Fall. Indices mn, — m (2 — n), n. 

Parameter 1, ^ , mc. 

J — n 

Setzt man für efg in den Gl. 2, S. 252 die vorstehenden 
Indices, so erhält man: 

e'= 4m"mc« (n — 1) + 3n (2m'— m) 

f =4m'2mc«(n + 1) + 3 (2m'n + 2m — mn) 

g'=4m'mc^(2n — 1) — 4m'«nc« + 3n 
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Achter Fall. Indices m, — m (2n — 1), n- 

Parameter n, ^ t-, m c. 

an — 1 

Setzt man fUr efg in den Ol. 2, S. 252 die vorstebendei 
Indices, so erhält man: 

e'= — 4m'»nic» (n — 1) -f- 3 (2m'n — m) 

f = 4m'»nic> {n + 1) + 3 {2m'n + 2mn — m) 

g'= — 4m'mc* (n — 2) — 4m''nc*-j- 3n 



Neun 


ter Fall Indices m (n — 1), — m (n + 1), n. 




Parameter — ~ 


r n + 1 ' 


Setzt 


man in den Gl 2, S 


252 fllr efg die vorstehenden 


Indices, ai 


erhält man: 




e' = 


-4m"mc'+3(2 


m'n ~ mn + m) 


r = 


4m"mc- (2n - 1) + 3 (2m'n + mn + m) 


g' = 


4m'mc* (n — 2) — 


4m'*nc' + 3n 


Ze 


bnterFall Indices 


— mn, — m (2 — n), n. 




Parameter — 1, 


— nV'S 
2-n ■'"'=■ 


Setzt 


man in den GL 2, S 


252 für efg die vorstehenden 


Indices, so 


erhält man: 




e' = 


— 4m"mc' + 3(2 


m'n + mn) 


r= 


— 4m'>mc'(2n- 


l) + 3(2m'n + 2m-mn) 


g' = 


— 4m'mc'(n+ 1) 


— 4m'*nc» + 3n 


Elfler Fall Indices - 


- m, - m (2n - 1), n. 




Parameter — n. 


nV3 



2n— 1' 

Setzt man in den Gl. 2, S. 252 filr efg die vorstehendei 
Indices, so erhält man: 

e'= — 4m'*mnc* -|- 3 (2m'n -|- m) 

f = — 4m'»mc»{2 — n) + 3 (2m'n + 2mn — m) 

B^= — -im'rac* (n 4" 1) — 4m'*nc^-j- 3n 
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Zwölfter Fall. Indices — m (n — 1), — m (n -|- 1), n. 

— n n Vä 



Parameter 



n-1' 



n+ 1 



, mc. 



Setzt man in den Gl. 2, S. 252 für efg die vorstehenden 
Indices, so erhält man: 

e'= — 4m'^mnc^+ 3 (2m'n + mn — m) 
f = 4m'2mc' (2 - n) + 3 (2m'n + mn + m) 
g'= — 4m'mc' (2n - 1) — 4m'' nc'+ 3n 

§. 44. 
JDiscussion der Besnltate des Torhergehenden Paragraphen. 

In der Fig. 82 sollen die Linien XD, DE und EF drei 
Flächen irgend einer dihexagonalen Pyramide mPnrepräsentiren. 
Es fragt sich: Wie kann man 
aus den Indices e'fg', die ^*^- ''' 

sich auf das angenommene 
dreizählige Axensystem XYZ 
beziehen, die Indices für das 
gewöhnliche vierzählige Axen- 
system finden? 

Der Anblick der Fig. 81 
lehrt sofort, dass, abgesehen 
Ton dem Vorzeichen, alle 
Flächen der dihexagonalen 

Pyramiden mPn in Bezug auf XYZ entweder die Indices 
von XD oder von DE oder von EF haben müssen. Dreht 
man das eine Individuum um die Zwillingsaxe durch 180^, so 
müssen die Flächen desselben nach der Drehung in Bezug auf 
dasselbe Axensystem XYZ Indices haben, die in ihrer Form, 
abgesehen vom Vorzeichen, entweder mit denen von XD oder 
von DE oder von EF übereinstimmen. 




Henrich, Lehrbuch der Krystallberechnang. 
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Die Indices von X D sind : 1 

Die Äbleitungszahlen sind: I. ~ . m 

Die Indices Ton D E sind 



2 n 

1 1 



Die Äbleitungszahlen sind: d, — r-, m 

Die Indices von E F sind : , , — 



Die Ableitungszahlen sind: 



Nach ihrer Drehung um die Zwillingsaxe kann daher eme 
Fläche entweder die Lage J'D' parallel XD oderH'E' parallel 
DE oder G'I^" parallel EF haben; in jedem anderen Sextanten 
hat sie eine analoge Lage. Wir verschieben die Flächen J' D', 
H'E' und G'F' parallel mit sich selbst so, dass sie die Lage 
X D, D E und E F annehmen. In dieser Lage sind ihre Indices 
eben allgemein angegeben worden. Um die Indices für die 
letztere Lage zu erhalten, müssen wir jeden der drei Indices 
e' C g' des vorhergehenden Paragraphen mit einer noch zu 
suchenden Zahl (Verschiebungsfaktor) multipliciren. 

Wir denken uns die Linie X D verlängert, bis sie die 
Linie OY in dem (nicht gezeichneten) Punkte D", die Linie DE 
verlängert, bis sie die Linie Y in E" (nicht gezeichnet) 
und die Linie OX in D'", die Linie EF verlängert, bis sie 
X in E'" schneidet. Wir erhalten dann die ähnlichen Drei- 
•-'ke OJ'D'c^.OXD", OH'E'c^OD"'E" und OG'F'^OE"'r,- 
;iN. denen folgt: 

, OJ' OX 2 — n ^ , ■, > 1 ■ 

" ÖD^ = -0-D'^=^r^^^' "^^ '*<2 ^'" "^"^^^ 

OH' OD"' - , > 1 -, > 1 - 
-'ÖE^ = -Ö1^ = 2"-1<3'''''^"<2 «^«»°'"^^' 

k 



G' E'" n + 1 ., ., > 1 



— 259 — 

Die Verhältnisse auf der linken Seite der vorstehenden 

Gleichungen sind nichts anderes als die Verhältnisse der Ab- 

f 
leitungszahlen oder die Quotienten —7-, die man aus den Glei- 

e 

chungen des vorhergehenden Paragraphen zu entnehmen hat. 

4) Ist —7- < 1 , so ist —/ = 

e e n 

f > 1 . f 

5) Ist -^ ^ ^ , so ist —7- = 2 n — 1 



6) Ist —7- > 3 , so ist —r = — ^ 

e e n — 1 

7) Ist f = e', so muss vermöge Gl. 4 und 5 n = 1 sein. 

Aus diesen Gleichungen findet man n. Hat man n er- 
mittelt, so ist OF, OE", OD", OE'" und OD'" zu finden. 
Nennen wir den Verschiebungsfaktor X, so muss z. B. 

OF'.X = OF 

OF 
X = -^-^, sem. 

Multiplicirt man jede der drei Ableitungszahlen —j-^—i 

6 

mit dem Verschiebungsfaktor X, so ist 

"^"g' - OF ' g' 
Da 

0F' = 4- V3 und 0F= — \-;r V3 
I II + 1 

ist, so folgt 

n f 



m = 



In analoger Weise sind die anderen Fälle zu behandeln. 
Dies sind die Resultate: 

f f 2 n 

8) Ist — T < 1, so ist — r = uiid 

e e n 

n f e' 

m == ;- = —7 (s. oben bei 4). 

2 — n g' g ' 



I 
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f > 1 f 

9) Ist — r ,, , SO ist — 7- = 2 n — 1 und 
e < ö e 



n f ne' 



m = 



2n-l g' g' 

10) Ist — 7 > 3, so ist —r = =- und 

e e n — 1 

n f ne' 

m = 



n-M g' (n-l)g' 

f f 

11) Ist — T- = 1, SO ist n = 1 und m = — r 
^ e' ' g 

Nunmehr ist es leicht, die Indices und Ableitungszahlen 

für die gewöhnlichen vier Axen anzugeben. 

Ein specielles Beispiel mag zur weiteren Erläuterung dienen. 

Es sei e'= 2, f = 10 und g'= 8. 

f 

Da — 7" > 3, SO ist vermöge Gl. 10: 

e 

5 = z- mithin n = -^ und 

n — 1 2 

m = ^ (Formel ^ P ^) 

Man könnte nach der Grösse von Ok fragen, weil Ok in 
die gewöhnliche Axe OE fäUt. Aus ähnlichen Dreiecken z. B. 
OkF'c^OEF erhält man leicht 

_ n+ 1 1_ 
• f 
2n — 1 1 



für die Fläche F'G' den Werth von k = 

n 



für die Fläche E' H' den Werth von k = 



für die Fläche D' J' den Werth von Ok = 



n • f 
2 — n 



§. 45. 
Parallelflächen der hexagonalen Pyramide mP 

mP 

oder der Bhomboeder ± -^ = ± mR. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 43 ftir n den 
Werth 1, so erhalten wir die Indices e'fg' der Fläche, die 
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vor ihrer Drehung in Bezug auf dasselbe Axensystem die 
Indices efg hatte. 

Erster Fall. Sextant I (Fig. 81). 

Indices der Fläche XE: 1 1 — . Parameter 1, v/3, m c. 

m 

e' = 4m'2mc« + 3 (2 m' — m) 

f = 4m'«mc« + 3 (2m' — m) 

g'= 8m'mc«— 4m'«c2+ 3 

Zweiter Fall. Sextant IV (Fig. 81). 

Indices 1 T — . Parameter — 1, — V3, mc. 

m 

e' = — 4m'2m c« + 3 (2 m' + m) 

f = — 4m'« mc« + 3 (2m' + m) 

g'= — 8m'mc« — 4m'«c2+ 3 

Dritter Fall. Sextant II (Fig. 81). 

'Indices: 2^ — . Parameter oo, -^, mc. 

m 2 

e'= 4m'«mc«+ 6m'= 2m' (3 + 2m'mc«) 
f = — 4m'«mc« + 6 (m'— m) 
g'=4m'mc«— 4m'«c«+ 3 

Vierter Fall. Sextant V (Fig. 81). 

Indices 2 — . Parameter oo, — - — , m c. 

m 2 

e'= — 4m'«mc«+ 6m' 
f=4m'«mc«+6(m + m') 
g'= — 4m'mc^— 4m'«c2 4- 3 

Fünfter Fall. Sextant III. 

Indices 1 1 — . Parameter — 1, \/3, mc. 

m 

e'=3(2m' + m) 

f = — 8m'«mc«+ 3 (2m' — m) 

g'= — 4m'mc« — 4m'-c« + 3 



I I.t 

^K boMer i 
^K Ist 

^^^ SteUmig 



Sechster Fall. Sextant VI. 



e'=3 (2m' -m) 

f =8m'«mc' + 3 (2m'+ m) 

g'^ 4m'mc° — 4m''c' + 3 



§. 46. 

Discusslou der Besnltate des Torhei^heuden Farasrapheu. 

Ein Blick auf die vorstehenden Indices lelirt, dass sie im 
Allgemeinen SkalenoBderflächen entsprechen; denn die Indicea e'f 
einer ßhomboSderfläche müssen einander gleich sein. 

Erster Fall. Die Indices e' und f auf S. 261 sind ein- 
ander gleich. In diesem Falle repräsentiren die Indices e'f g* 
eine Rhomboöderfläche. Um die Formel des KhomboSders zu 
erhalten, bilden wir aus den Indices die Äbleitungszahlen und ver- 
schieben die Rhomboöderfläche parallel mit sich selbst, bis sie 
die X-Axe iii der Entfernung 1 schneidet. Wir multipliciren zu 
dem Zwecke jede Ableitungszahl mit 4m'^mc* -f- 3 {2m' — m). 
Das Yerhältniss der Äbleitungszahlen ist alsdann: 
4m'^mc'+3(2m'— m) 
8m'mc* — 4m''c'-|-3 
Die Formel ist 

4m''mc'+ 3 (2 m'— m) 
8m'mc* — (4m''c' — 3) 
Ist 8m'mc*= 4m'*c* — 3 so geht vorstehende Formel 
in cc R liljür. 

Ist 4m'*mc'-|- 3 (2m' — m) ^ o, so geht sie über in oP. 
Ist Sm'mc' >• 4m'^c* — 3, so befindet sich das Rhom- 
boeder in anal(^er Stellung. 

Ist 8m' mc* ' m'* c* — 3, so befindet es sich in antiloger 
Stellung. 
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Zweiter Fall. Die Indices e' und f sind gleich; mithin 
repräsentiren die Indices e'f g' eine RhomboSderfläche. Die 
Formel des Rhombogders ist: 

— 4m^'mc''+3 (2m^-J-m) 4m^''mc' — 3 (2m^4-m) 

— 8m'mc'— 4m'*c'+ 3 8m'mc' + 4m'*c'^ — 3 

Discussion wie vorher. 

Dritter bis sechster Fall. Die Indices e'f g' reprä- 
sentiren eine SkalenoSderfl'äche. Die Discussion ist wie oben 
S. 259. 

§. 47. 
Parallelflächen der Denteropyramiden mPs. 
In den Resultaten des §. 43 setzen wir n = 2 imd erhalten: 

Erster Fall. Indices m 1. Parameter 1, oo, mc. 

«' = 2m"mc' + 3 (2m' — m) f = 6m' (1 + m'mc') 

g' = 6m'mc'' — (4m"c» — 3) 

Zweiter Fall. Indices m 1. Parameter — 1, oo, mc. 
«' = 2 m"mc' + 3 (2m' + m) f = 6 m' (1 — m'mc") 



g' = — 6m'mc' + 3 — 4 m"c' 



2^3 



Dritter Fall. Indices m, 3m, 2. Parameter 2, „ , mc. 

e' = 8 m'^'mc' + 3 (4m' — m) f ' = 3 (4m' — 3m) 

g'=12m'mc^-8m''c' + 6 

2 Vs 
Vierter Fall. Indices — m, 3m, 2. Parameter — 2, —k—i nie. 

e'=4m'^mc^ + 3(4m' + m) f =— 12m'^mc' + 3(4m' — 3m) 

g' = -8m''c' + 6 

Fünfter Fall. Indices m, —3m, 2. 

2\/3 
Parameter 2, ^ — , mc. 

e' = — 4m'^mc' + 3 (4m' — m) 
f = 12m''mc* + 3 (4m' + 3m) g' = - Sm'^c' + 6 



Sechster Fall. 


Indices 


— m. 


— 3m, 2. 




Parameter 


-2,= 


2V3 
3 ' 


mc. 




' = - 8m''mc' + 3 (4m' + m) f = 3 (4m' - 
g' = — 12m'mc' — 8m"c'4- 6 
Die Discussion dieser Werthe ist genau so, wie oben 
iirde. Die weitere Specialisirung unterlassen wir. 


-3m) 
gelehrt 



Zweites Zwillingsgesetz: Die Zwillingsfläche ist oP. 

Nach diesem Gesetz sind die meisten hexagonalen Zwülinge 
gebildet. Wirkliche Zwillinge sind nach diesem Gesetz jedoch 
nur fÖr hemiedrische Formen möglich. 

Setzen wir in den Gl, 1, S. 252 (Ör hkl die Indices des 
basischen Hauptschnitts: 01, so erhalten wir die Gleichungen: 

e' = — e f = — f g' = g 

ein Resultat, das auch die blosse Anschauung schon hefert. 
Dieses Zn-iUiiigsgesetz hat daher zur Folge, dass die beiden 
hemiedrischen Gestalten ihre Mutt«rgeslalt zu reproduciren 
suchen. 




Bestimmiu^ der ZwiUingsOäelie. 

Erstes Beif^iel (Calcit). 
ErstesVerfahren. Die Fig. 83 repriisentirt 
eine am Calcit beobachtete Zwillingsbildung. Der 
blosse ÄnbUck der Fig. 83 lehrt hier schon, dass 
die Zwillingsfläche der basische Hauptschnitt 
oP ist. — Durch Rechnung erhalten wir das- 
selbe Resultat auf folgende Weise. Die Zwil- 
lingsfläche liegt in den beiden Zonen rr' und s s', 
ei^bt sich mitbin TermSge der Zonengleichung. 
Die Indices von r sind; mn, m (2 — n), n 

, , r' , mn, m (2 — n), — n 

, , s , m (n — 1), m (n -i- 1), n 

, s' , m(n-l),m(n+l),-n 
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Vermöge Gl. 5, S. 9 erhält man als Indices des Durch- 
schnittspunktes beider Zonen: 1. Dies sind die Indices 
des basischen Hauptschnitts. 

Zweites Verfahren. Im §. 48 wurde gezeigt, dass, 
wenn zwei hemiädrische Formen mit der Zwillingsfläche oP 
verwachsen sind, die Indices efg des einen Individuums nach 

der Drehung durch 180® in die Indices efg oder efg 
übergehen. In unserem Falle sind zwei Skalenoöder verwachsen, 
und wie die vorstehenden Indices lehren, sind die Indices efg 
der Fläche r z. B. nach der Drehung durch 180®, übergegangen 

in efg*), folglich ist die Zwülingsfläche der basische Haupt- 
schnitt oP. 

Zweites Beispiel (Calcit). 

Erstes Verfahren. Die Fig. 84 repräsentirt eine am Calcit 
beobachtete Zwillingsbildung. Der Austrittspunkt der X-Axe ist 
durch X bezeichnet. Auch hier lehrt schon 
der blosse Anblick der Fig. 84, dass die ^^^' **' 

Zwillingsfläche der basische Hauptschnitt 
ist. Durch Rechnung kann die Zwillings- 
fläche in folgender Weise ermittelt 
werden. 

Die Flächen r r' und die Zwillings- 
fläche sind tautozonal. Die r und r' 
entsprechenden, nicht gezeichneten Flä- 
chen rechts hinten von r und r' und die 

Zwillingsfläche sind gleichfalls tautozonal. Die Zwillingsfläche 
liegt somit in zwei Zonen und ergibt sich folglich vermöge der 
Ol. 5, S. 9 als Durchschnitt derselben. 

Die Indices von r sind 111. 

Die Indices von r' sind 111. 

Die Indices der zwei rechts hinten, r und r' entsprechen- 
den Flächen sind T 1 1 und 1 1 T. 




Die Fläche r kommt nach ihrer Drehang durch 180^ in die 
Lage^ in welcher sie der Fläche r* parallel ist. 
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Vermöge der Gl. 5, S. 9 erhält man für die Indices der 
Zwillingsfläche die Werthe 1. Dies sind die Indices des 
basischen Hauptschnitts. 

Auch das zweite Verfahren, das im ersten Beispiel zur 
Anwendung kam, kann hier und zwar mit denselben Worten 
angewandt werden. 

Zweites Verfahren. Berechnung der Zwillingsfläche 
mit Hilfe des Winkels r : r' = 90. Dieser Winkel r : r' wird 
durch die Zwillingsfläche halbirt. Sind die Indices der Zwillings- 
fläche hkl und die Indices der Fläche r gleich 111, so ist 
vermöge Gl. 17, S. 26 

3P + c^k + 3c^h 
cos 45 = , - — , 

V3P + k«c^ + 3c^h^\/4c^ + 3 

Da die Flächen r r' und die Zwillingsfläche tautozonal 
sind, so muss vermöge der Zonengleichung 

k = h sein. 

Setzen wir 1 = 1, so ist 

3 + 4c^h \/4c^h + 3 

cos 45 = , = — , = = , — 

V4 c' + 3 V3 + 4 c'h V^4c^ + 3 

Nun ist c = 0,8543, folglich ergibt sich aus vorstehender 
Gleichung: 

h = = k 
Die Zwillingsfläche ist der basische Hauptschnitt. 

Drittes Beispiel (Calcit). 

Erstes Verfahren. Die Fig. 85 
repräsentirt eine andere, am Calcit 
beobachtete Zwillingsbildung. Der 
Austrittspunkt der X-Axe ist durch x 
bezeichnet. Der einspringende Winkel 
der beiden Zwillingsflächen ist 141H6'. 
Der Polkantenwinkel (hk) ist 105^^5'. 
Daraus lässt sich der Winkel berech- 
nen, den die Fläche fgh mit der 
Kante hk büdet. Er ist 190^7'. 
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Nun wissen wir, dass die Zwillingsfläche den Winkel 
1410 46' halbirt. Die Hälfte dieses Winkels ist 70^^53' und 
diese Hälfte ergänzt den Winkel 109^7' zu 180^ mithin ist 
die Zwillingsfläche der Kante kh parallel. Das lehrt auch 
schon der blosse Anblick. Da der Polkantenwinkel 105^5' ist, 
so liegt das Grundrhombogder R vor. Die Polkante hk wird 
aber abgestumpft durch das RhomboSder — -^ ^* ^^^ Zwillings- 
fläche ist mithin eine Fläche des Rhomboöders r R. 

Zweites Verfahren. Lassen wir die X-Axe mitten durch 
die Linie dm gehen, so sind die Indices der Fläche dem gleich 

111, die der Fläche dek gleich 1 1 — . Die Indices der 

° m 

Zwillingsfläche seien hkl oder hkl. Da die drei genannten 

Flächen tautozonal sind, so folgt vermöge der Zonengleichung : 

h — k = folgKch h = k 

Der einspringende Winkel 14P46' wird durch die Zwillings- 
fläche halbirt. Der Cosinus des Winkels 109^ 7', den die Nor- 
malen der Zwillingsfläche und der Fläche dem bilden, ist: 

cos 109«7' = - 3 ir + c'kk- + 3 c'hh- 

y/3V + c'k^-|-3c*h' v/31'* + c'k'^ + 3c'h" 
Setzen wir in diese Gleichung 

h = k = 1 und h' = k' = 1' = 1 
80 erhalten wir die Gleichung 



V4c' + 3co8l09«7' = 



,_ — 31 + 4c 



ü 



V31* + 4c* 

— 31 4c' 



V31* + 4c* V'31» + 4c» 
Setzt man 

VS". 1 . ^ 2 c 

= cos f und ctg a ^ 



V31* + 4c» V3 

so ist 



. , , sin a cos 109« 7' V 4c* 4- 3 .1 V'3tgf 
sm (?-«) = ^ undy = -2^^ 
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Setzt man c = 0,8543, so erhält man 

a = 45<'23' 9= = 26»16' oder IIS^SO' 

^ = + 0,5 oder y = - 2,0%5 

Der letzte Werth ist irrational und negativ, folglich zu verwerfen. 
Die Indices der Zwillingsftäche sind daher 112 oder 112. 
Die Zwillingsfläcbe ist eine Fläche des Rhomboeders j-R, 



\ 



Anwendung der Theorie auf das rhombiaclie 
Krystallsystem. 

Erstes Zwillingsgesetz : Zwillingsfläche eine Fläche 
von 00 P. 

§. 50. 

Parallelflächen von mP. 

Wir denken uns zwei rhombische Pyramiden mP nach 
diesem Zwillingsgesetze verwachaeo und suchen die Indices e'fg' 
einer Pyramidenfläche, die vor ihrer Drehung durch 180*, be- 
zogen auf dasselbe Axensystem, die Indices efg hatte. Zwei 
Fälle haben wir zu berücksichtigen. 

Erster Fall. Indices m m 1. Parameter a, 1, mc. 

Wii- setzen in den Gl. 5, S. 225 fär hkl die Werthe 1 1 
und für efg die Werthe m m 1 und erhalten: 

e'^m f' = m 8* = — 1 

Diese Indices entsprechen einer Fläche der Pyramide mP. 
Zweiter Fall. Indices m m 1. Parameter — a, 1, mc. 

Für efg setzen wir in den Gl. 5, S. 225: m m 1 und er- 
halten: 
«' ^ m c^ (3 a' — I) f ' ^ — m c" (3 — a') g' ^ — c' {1 -{' ^^ 
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Da die Brachydiagonale a stets kleiner als 1 ist, so ist 
3a' — 1< 3 — al 

Die drei Indices sind an Grösse verschieden. Es liegt 
mithin der allgemeinste Fall vor. Die drei Indices e' f ' g' 
müssen entweder eine Fläche der Brachypyramiden mPn oder 
der Makropyramiden mPn repräsentiren. Die Discussion der 
drei Gleichungen hat zu zeigen, ob wir es mit Brachy- oder 
Makropyramiden zu thun haben. Zunächst bilden wir die Ab- 
leitungszahlen (die reciproken Werthe der Indices). Multipli- 

ciren wir die erste Ableitungszahl -7- mit a und die letzte —7 

g 
mit c, so haben wir die Parameter der durch 180® gedrehten 

Fläche. 





In den Figuren 86 und 87 sei 

A' = ^ a und OB' = 4r . b = ^ . 1 = 1 

e irr 

In der Fig. 86 sei D = a und B = b = 1 ; in der 
Fig. 87 sei A = a und OD = b = 1. Hat die gedrehte 
Fläche die Lage A' B' der Fig. 86, so muss sie, da n > 1 ist, 
bis zum Punlcte B parallel mit sich selbst bis AB verschoben 
werden und gehört, wie der Anblick der Fig. 86 lehrt, einer 
Brachypyramide mPn an; hat sie dagegen die Lage A'B' der 
Fig. 87, so muss sie parallel mit sich selbst bis zum Punkte A 
verschoben werden und gehört einer Makropyramide mPn an. 

Aus beiden Fig. 86 und 87 folgt: 

OA ^ O^' ^ af 
OB OB' ~ e' 

Für Fig. 86 erhält man, da OB = 1 ist, 

e 
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Da A > D Oller O A Z>a ist, ^^o mu>^ ffir »lie ft^aehypTTaiEudeii 

ff 

oder f > e' '»t-in. 

Für Fi«!. '^7 :>n ia <) A = a >t- 



a' 



Da (^ B I> < * D MfT • » B Z> I Lsr. to ma-r* fe- «iie MakropjTamideii 



I> I 'irr -^ 



Sind nurlim litt Lrri In L -r^ :lzx^-v i und ist f > e', so 
l:e^ eine Birtun^^-ranii-ie. js-t i>rr f < e'. so liegt eine Makro- 
pyrtimiiie t r. I>c^=rr'. -' -ircr rrine Prramide mP yor. 

Um l> F mifri l^T nri-nTTjTaniidr f > e' zu erhalten, 

hat n:.in iie Lrri A .rirzn^-nml-rn — ;- ^ und -7- mit f zu 

er g 









r. -•' .?c li- r rzi-1 l-rT Brachypyramide 



«. -• 



-c liT r rmri -ier Makropyramide 




;< :• = c . >i*^ ---r: 1-- Prramide —7 P vor. 

\V,- -• -»— I->^t Tiecrle auf unseren speciellen Fall an, 
^-^ : ,j^ c :* *: ^rll f > e') die Indices einer Fläche 



<h •« 



' ^ — 4^ ^ 3 — a' . , 
.^■w ^^v T*. i— 1 3a^ — 1 



4:eht diese Pyramide über in das 
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§. 51. 
Parallelflächen der Makropyramiden mPn. 

Wir unterscheiden auch hier zwei Fälle. 

Erster Fall. Indices mn, m, n. Parameter a, n, mc. 

In den 61. 5, S. 225 setzen wir 110 für hkl und mn, m, n 
flir efg und erhalten: 

e' = m [n + a^ (2 — n)] f = m [(2n — 1) + a«] 

g' = -n(a2+l) 
Da (2n — 1) -|- a^ I> n -|- a^ (2 — n) ist, weil daraus 
folgt, dass a <C 1 ist,- so ist f >> e'; mithin sind e'f g' die In- 
dices einer Fläche der Brachypyramide 

m(2n + a2— l)ß 2n + a2 — 1 



n(a'^+ 1) n + a2(2 - n) 

Zweiter Fall. Indices mn, m, n. Parameter a, — n, mc. 

In den Gl. 5, S. 225 setzen wir 110 für hkl und mn, m, 
n für efg und erhalten: 

e'= m [n — a^ (n + 2)] f = m (2n — a«+ 1) 

g'=-n(l + a2) 
Da 2n — a^-(- 1 >> n — a^n — 2a^ ist, weil daraus folgt, 
dass n4-a*-j-na^-j-l>0 ist, so ist f > e'; mithin sind 
e'f g' die Indices einer Fläche der Brachypjrramide 

m[2n — a2 + l]p 2n — a^+l 



n (1 + a2) n — a^ (n + 2) 

2a^ 

Ist n = 5- 

1 — a^ 

so geht diese Pyramide über in das Brachydoma 

2 a* 

§. 52. 

Parallelflächen der Brachypyramiden mPn. 

Erster Fall. Indices m, mn, n. Parameter na, 1, mc. 
In den Gl. 5, S. 225 setzen wir 1 1 für hkl und m, mn, n 
für efg und erhalten: 
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e'=m[(2n — l)a«+ 1] f = m[na' — n + 2] 

g'=-n(l + a«) 
Da (2 n — 1) a" -{- 1 >• na' — n -|- 2, weil daraus folgt 
n > 1, so ist e'>f. Mithin sind e'fg' die Indices einer 
Fläche der Makropyramide 

m [(2n — 1) a» 4- 1] p a' (2n — 1) + 1 



n(l + aO na'— n + 2 

Zweiter Fall. Indices m, mn, n. Parameter — na, 1, mc. 

_ Wir setzen in den Gl. 5, S. 225 nun 1 1 für h kl und 
m, mn, n für efg und erhalten: 

e' = m(2na'' + a''— 1) f = — m (n + 2 — na') 

g'=-n(l + aO 

Da hier 2na^-|" a^ — l~n-j-2 — na^ sein kann, so 

haben wir drei specielle Fälle zu unterscheiden: 

a) 2na' + a'— 1 > n + 2 — na' oder a' (3n + 1) > 

3 + n oder e'>f. 

In diesem Falle sind e'fg' die Indices einer Fläche der 

Makropyramide 

m(2na'+a^— 1) 5 2na^+a'— 1 



n(l+a') n + 2 — na' 

ß) a' (3n + 1) = 3 + n oder e' = f. 

In diesem Falle sind e'fg' die Indices einer Fläche der 

Pyramide 

m(n + l) 

2n 

Y) a' (3n + 1) < 3 + n oder e'< f. 

In diesem Falle sind e'fg' die Indices einer Fläche der 

Brachypyramide 

m (n -|- 2 — na") g n + 2 — na' 



n(l + a') 2na'+a'— 1 

Für a-' = -k-Vt 

2n -j- 1 

geht diese Brachypyramide über in das Brachydoma 

n 
Die weitere Specialisirung übergehen wir. 



J 
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Zweites Z willingsgesetz : Die Zwillingsfläche ist eine 
Fläche des Brachydomas m'Poo. 

§. 53. 
Parallelflachen der Pyramiden mP. 

Wir denken uns zwei Pyramiden m P nach diesem Zwillings- 
gesetze verwachsen imd suchen die Indices e'f g' einer Pyra- 
midenfläche, die von ihrer Drehung durch 180** in Bezug auf 
ein und dasselbe Axensystem die Indices efg hatte. 

Erster Fall. Indices mml. Parameter a, 1, mc. 

In den Gl. 5, S. 225 setzen wir Om'l für hkl und mml 
für efg und erhalten : 

e' = — m (1 + m'^c^) f = mm'^c^ — m + 2m' 

g' = 1 — m'^ c^ + 2 mm' c' 

a) m (1 + ^^^ ^^) > m m'^ c* — m -f- 2 m' oder m > m' 
das ist e'>f', so sind e'fg' die Indices der Makropyramide 

m (1 + m^^ c') p m (1 + m'^ c') 
2mm'c^+l — m'^c^ mm'^c' — m + 2 m' 

ß) m < m', das ist e'<C f. Jetzt sind e'f g' die Indices 
der Brachypyramide 

mm'^'c'^ — m -[- 2m' ^ m m"' c'^ — m -j- 2 m' 
1 — m''c^ + 2mm'c' m(l-j-m''c^) 

y) m = m', das ist f = e'. In diesem Falle sind e' f g' 

e' 
die Indices der Pyramide —;■ P 

Zweiter Fall. Indices m, m, 1. Parameter a, — 1, mc. 

In den Gl. 5, S. 225 setzen wir m' 1 für hkl und mml 
für efg und erhalten: 

e'= — m (1 + m'^c^) f = — mm'-c' + m -f 2m' 

g'= 1 — m'^c'— 2m'mc=^ 

a) Ist e'>f oder mm'c*> 1, so sind e'fg' die Indices 
der Makropyramide — j P -^ 

Henrich, Lehrbuch der Krystallberechnnng. lo 



I 

A 



s M <•' - f oder mm'c'< 1. »o siiid e'f g' die Indkes 
^,, Hf«. >i\ fvrwnid« v P ~r 

■;. Im c' - r oder mm'c'^ I. so sind *'f g* die Indices 

TV-rmiitdc , I' 

■^ ■ K 

g. 54. 
VnnillnlfUleheii der XakroprnmideB mPn. 

Vr^tcr KaII. Indices rnn, m, n. Parameter a, n, mc 
, — mn (1 -j- ni"c*) f^iDin"c' — in-|-2in'ii 

g' = D — m" D c' + 2 m' m c' 
<t\ «' ■• f, Bo sind e'f g* die Indices einer Fläche der 

t!\ »' < f , so sind e'fg' die Indices einer Fläche der 

l) e'= f, 80 sind e'fg' die Indices einer Fläche der 
^«lllide — r P 

IwKiter Fall. Indices mo, m, n. Parameter a, — o, mc. 
,,' ^ — mn (1 -j- m'^c*) f = — mm''c'4- m + 2m'n 
g* ^ n — m" n c' — 2 m' m c' 
lirei Fälle wie vorher. 

§. 55. 

Parallelflachen der Brachypyramiden mPn. 

l'^mter Fall. Indices m, mn, c. Parameter na, 1, mc. 

e'= — m(l + m''c') f=mm"EC= — mn + 2m'n 

g' = n — m"nc*+ 2m'mnc'' 

Urei Fälle. Discussion wie vorher. 
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Zweiter Fall. Indices m, — mn, n. Parameter na, — 1, mc. 

e'= — m (1 + m"c^) f = - mm'^nc' + mn + 2m'n 

g = n — m'*nc^ — 2m'mnc^ 
Drei Falle, wie oben. 

§. 56. 

Drittes Zwillingsgesetz: Die Zwillingsfläche ist eine 

Fläche des Makrodomas m'Poo. 

Parallelfläehen TOn mP. 

Erster Fall. Indices m m 1. Parameter a, 1, mc. 

In den Gl. 5, S. 225 setzen wir m' 1 für hkl und mm 1 
für efg und erhalten 

e' = mm'^c^ — ma^ + 2 m'a^ f = — m (a^ + m'^ c^ 

g' = 2m'mc2 + a^ — m'^c^ 
Discussion wie oben. 

Zweiter Fall. Indices m m 1. Parameter — a, 1, mc. 

In den Gl. 5, S. 225 setzen wir m' 1 für hkl und m m 1 
für efg und erhalten: 

e' = + 2m' a2 + ma^ — mm'^c' f = — m (a« + m'«c«) 

g' = a* — m'^c* — 2m'mc^ 

Parallelflächen Ton mPn. 

Erster Fall. Indices mn, m, n. Parameter a, n, mc. 

In den Gl. 5, S. 225 setzen wir m' 1 für hkl und mn, m, n 
für efg und erhalten: 

e'= mm''nc'+ 2m'na^ — mna* f = — m (a' + m'*c^) 

g'= 2m'mnc'^+ na' — m'^nc' 

Zweiter Fall. Indices — mn, m, n. Parameter — a, n, mc. 

e'= — mm'^nc'H- mna'+ 2m'na' f = — m (a^'^ m'»c-) 

g'=: na'* — m"nc* — 2m'mnc' 



/ ► 



i 



L~ 2. 3ia. n. Paruneter na, 1, mc. 
IL " — 31,1- f = — mn {a'+ m^c') 
_^ ,1: ■ — mir — m" n c' 

■r- 11. 31 3, 0. Pairsmeter — na, 1, mc. 
- — aiiV f^ — m n (a- -|- m" c') 



3eispiei i,-ir,wonit1. 

'-'•<r ':''Z. >■"* reprSsentirt eine Zwillings- 
.'it: y lt. 5> ist eia Schnitt senkrecht 
. x:i<i ■i Prismtjnflächen repräsentiren. 

.■:i>yrui:>;adt) Winkel f ist gleich 

•■ i'tiia äem Winkel der beiden 

;i-';'-iilicu J and e. Der Winkel -j 

••L itri yUiiien t" und g wird durch 
'■> ■•iT^ikiie h halbirt; mithin ist 

-— - >> j. Kann bewiesen wer- 

ijj* j - I>|> — 3 ist. 30 ist die 
i.-^;:« .it! h der Prismenfläche d 
. , ■•:,;;:. ;i reibst eine Prismenfiäche. 
>v t ^Si' — dit = 121''5ö' und 
--■ :. IHu Zwillingsfläche ist 

. ■ - .ic»- ier Gl. 14. S. 20 

., . iV - ibcVhh' 

. . . -Uli- -(aej^k^+Ocrh" 
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Die Indices der Fläche r sind 10, die der Fläche v 

1 — oder n l 0. Setzt man noch b = 1 und w = 1 80 — y = 
n 

63<^50', so ist 

a 



cos 63<»50' 



Vn^ + a^ 
woraus 

n = a tg 63^50' = ctg ß . tg 63<>50' 

weil a wie aus der Fig. 88 folgt = ctg ß = ctg 58^5' ist. 

n = 1,268 

Die Indices der Fläche v sind mithin 1,268, 1, 0. Dies 
sind auch die Indices der Parallelfläche g. 

Dreht man das obere Individuum um die Zwillingsaxe durch 
180^, so fällt g in die Fortsetzung von r, oder: die Indices 010 
von r gehen nach der Drehung durch 180*^ über in die Indices 
1,268, 1, 0. Setzen wir in den Gl. 5, S. 225 flir ef g die Werthe 
010 und für e'f g' die Werthe 1,268, 1, 0, so können wir die 
Indices hkl der Zwillingsfläche ermitteln. Wir erhalten die 
drei Gleichungen 

1,268 = 2a^c'kh 1 = a' c' k^ — aH^ — c^ h^ und kl = 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass entweder k oder 1 
oder beide gleich Null sind. Wäre k = , so müsste auch 
die rechte Seite der ersten Gleichung gleich NuU sein. Da 
das nicht möglich ist, so muss 1 = sein. 

Aus den beiden Gleichungen 

1,268 = 2a^c^kh und 1 = a'c'k^— c'h^ 
folgt durch Division: 

2a^A 
1,268 = -^:r^ 



a'^ — — 1 



k 
Aus dieser Gleichung folgt -p = — 1 oder — k = + h. 

k . . 
Der zweite Werth für -r- ist irrational, mithin zu verwerfen. 

h 



. rVr "V'iji-;: ; wird durch 


die 


Di* b«ii- WC Zwillingafläche 


eien 


i Ui. 'UUeC. ist = 180 — -|- 


und 


t T:- .. uiitf filr COS w: 




....aus n' = a tg 4 f ^ 1 




,^iUbö sind mitlim 1 1 0. 


Die 


...c i« Prismas ooP. 





|l|i> litillii'o il>ii' /williiiifdflUcbe sind mithm h h oder 1 1 0. 
iMii /.williliM*"!^*''»' ^*^ t)ii'*> Fläche de? f^isaus ooP. 

HiUt,.« Vfrfahi 
^wilUtiH»ttät'W hiUbirt. 

,i' t ^K i^r Witik^L d«n i m 

cus -^ 7 = ^^- " 

^wdliuitsdikiiT; - . . 

V.jr*'- 'ip Zwillingsfläche kann aus der 

- ■! \ h 1 berechnet werdeu. Zuerst 

lik^lie k zu finden. Dies kann ver- 

..i iu»)^ tür cos w oder mit Hilfe einer 

'-• ,Miwu ^schehen. Aus den Winkeln 

. V 1-44" und den Indices von v : 1,268, 

.: :iv Indiens von k die Werthe: 

!" - 1. v-r- - (abgekürzt). 

^ „ i , .-. »i'ti t ; \} i \ und die von h : n' 1 sind, 

I ^^ ■i.v<ij;loivbut.4l 

' • . m b* 

b' — lU 

I ^ ^-Av.-« iit /.>» i'.'.iiijpirtAchtf sind mithin f 1 0. 

' . .^, ^., i»,id du'ia.'« Ki^sultat durv'h die UntersuchungeQ 

' \,vt wuuic »tvUütdcik dsss die ladices der Fläche r: 

,; riv-aiiiij; di,T flävh.? durvh ISO* Qbetg^hen in 

^>S, U V. \as dru Ke!>:iltaien des g. 52 folgt, 

_^^Br^ ^vi .liw »vii:i i'.t' ZwüU'-:ir?dä>.'he eine Fläche des 

^^^^^L ■ VI, a)*.'. tfc'i^'i^V'-'"'^'^'''^'--^ X Pac nach der Drehung 
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Zweites Beispiel (Markasit). 

Die Fig. 89 und 90 sind Schnitte senkrecht zur Vertical- 
axe. Die Zwillingsfläche ist durch die Linie gh angedeutet; 



Fig. 89. 



Fig. 90. 





de ist das Prisma ooP(de = 106® S'); 1 ist das Doma Poo 

(1:1 = 80^200; r ist das Doma 4-Poo (r: r = 136^540; das 
Axenverhältniss ist a : b : c = 0,7519 : 1 : 1,1845. In der 
Fig. 90 ist der hintere Theil um die Zwillingsaxe durch 180® 
gedreht; die Fig. 89 zeigt den Krystall vor der Drehung. 

Erstes Verfahren. Um die Zwillingsfläche zu bestimmen, 
messen wir den Winkel fge = 147^50' (Fig. 90). Die Hälfte 
dieses Winkels ist 73® 55' und dieser Winkel und der Winkel 
des Prismas ed (106® 50 geben zusammen 180®. Mithin ist 
gh parallel d und folglich ist die Zwillingsfläche eine Fläche 
des Prismas ooP. 

Zweites Verfahren, Die Indices der Fläche e (Fig. 90) 

sind 110, die der Zwillingsfläche gh: n 1 0. Nennen wir den 
Winkel der Normalen auf gh und e kurz w (w = 106® 50, so 
ist vermöge der obigen Gleichung für cos w: 



cos w = 



Va^ + 



a' — n 1 • a*'' '^ \ 

n[ Va^ + n^"v/^HM \v/aH^~V^ 



Setzt man 



yjs,' + n 



- = cos cp 

2 ^ 



Dir 



Z 



\v 



11 



/ ' 






7. 






: _':t^!? hkl der 
IT Düan diese 

- Fi^.jie f in 
_:^ i:ir»!i ISO* 
_.-r> ^nd Tetzs 




rrunen wir w 



— 281 — 

folglich 

n = 0,1111 . . oder n = 3,484 

Der Anblick der Fig. 90 lehrt, dass nur der Werth 

n = 3,484 möglich ist. Die Indices der Zwillingsfläche sind 

allgemein n' 1 0. Setzt man diese Werthe in die Gl. 5, S. 225, 

so erhält man 

._ n+1 _ 
^ "" 2c^(l + aO ~ 

Die Indices der Zwillingsfläche sind nuthin 110. Bestätigt 
wird dieses Resultat durch die Untersuchungen des §. 50. 
Dort wurde gefunden, dass das Prisma oo P nach der Drehung 
durch 180<> übergeht in 

S 3 — a^ ^ 

°^P "^"l T- = OoP 3,497 

da — l 
Der obige Werth 3,484 stimmt mit 3,497 hinreichend 
genau. 

Viertes Verfahren. Die drei Flächen r', r und gh 
(Fig. 90) sind tautozonal. Man bestimme die Indices der 
Fläche r' aus den Winkeln r' : r und r' : d' und findet ftir sie 
die Werthe 

r_i L_ 

' 2,6014' 0,24078 
Die Indices von r sind 013. 
Vermöge der Zonengleichung findet man ftir den Index n' 

der Zwillingsfläche 

. 3mn ^ 

n = 5 — = 1 

n — 3m 

wenn m = 0,24078 und n = 2,6014 ist. 



§. 58. 

n. Das Axensystem ist schiefwinklig. 

Auch hier haben wir der Reihe nach die drei Aufgaben 
zu lösen: 



Setzt man noch 
Bo ist 



Daraus folgt 

Bin {f — I) 



Der zweil- 
fUr n, namlii.li 
der Fig. 89 v- ■ 

Die Indir 

Drittes \ 
Zwülingsfliul. 
Gleichung zi.- 
muss man i! 
in Bezug a:. 
Fig. 89 hiit 



.^ge- 

IT=T, 
-^ Psei 

_r^ . deren 
- - X, Y, Z, 

. Zs and die 

rZ, Y'Y, 

- XnndZ'Y 

. -3 das Äxen- 

.^ Löi Träger (P) 

_-™ireht worden 

_. :nan sofort, d&ss 

- =»PX', ebenso 

= iPZ' ist. Da- 



Die ■ 
den Wiij' 




— , US- 1 — cos ß — cos Y 
- — ^in'T 

S-sscosp — cosacosT 
— .'US «cos 3 
:: üu ersten Gleichungen ein, so 

-7 =-lVK — 'S.r 
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Um X'Y, X'Z u. s. w. zu ermitteln, verfahren wir genau 
so, wie es bei rechtwinkligen Axen gezeigt wurde. 

Aus dem sphärischen Dreieck X'YP (s. Fig. 73) folgt ^): 

cos X'Y = cos X'P cos PY + sin X'P sin PY cos X'PY 
= cos X'P cos PY — sin X'P sin PY cos XPY. 

Aus dem sphärischen Dreieck XPY folgt: 

vT^v cos Y — cos XP cos PY 

cos Alf 1 = : — vp • pv 

sm XP sm PY 

Setzt man diesen Werth in die vorhergehende Gleichung 
und bedenkt, dass X'P = XP und X'Y = XY' ist, so folgt: 

cos X'Y = 2 cos PX cos PY — cos t 

Setzt man in die vorstehende Gleichung die obigen Werthe 
für cos PX cos P Y, so erhält man: 

i abN cos X'Y = abN cos XY'= 2hkR — abN cos r 
ebenso findet man: 
acN cos X'Z = acN cos XZ'= 2 hl R — acN cos ß 
bcN cos Y'Z = bcN cos YZ' = 2 klR — bcN cos a 

Durch die Gl. 1 und 2 ist die erste Aufgabe gelöst. 

2) Die Indices der Flächen des zweiten Indivi- 
duums, bezogen auf die Indices und Axen des ersten 
Individuums, sind zu ermitteln. 

Wir verfahren genau wie bei rechtwinkligen Axen. Zuerst 
suchen wir die Indices der Flächen X', Y' und Z' in Bezug auf 
das Axensystem XYZ (Fig. 73). Die Indices von X' in Bezug 
auf XYZ seien xixsxs, so ist die Gleichung von X': 

— cos X' X = — cos X' Y = — cos X'Z 

XI X2 xs 



2) 



woraus 



xf b cos X'Y , xs c cos X' Z 

und — = 



XI a cos X'X XI a cos X'X 



^) ^^^^' A. Schraaf, Lehrbach der Kristallographie and Mineral- 
Morphologie. Wien 1866. 



i- 



in -in Inil« vil\bllr; 


;. ■•^^a kann, so 


„•„. iiiMi XI = a <■'- >■ ' 


= u» S-T nnd 


Setzt nimi t;- • 


- üe Werthe ans 


,|.-n «1. \ Uli - 


, i.a;c« lon X' in 


tlt^uf: hu' ^." 


-„ii-.bScMT 


u . 


»S 




ikrB-b'S 




bX 




— .' •■r E 




ii.i-btXcosi 




<X 




- ~ l: 11 ?.a=!» auf XYZ 




: .: lY nneMZ' gesucht 
: .,.; tiäi X T'Z' bildet. 




"■i r räamui äi-l. so folgt 




,^_ H, 




F- 




x_ 


— 


- ,. ;-_£iii.- 








-■ - '■ -15 "^+f'.' 




■ .- -9»'T 




-. - -Ätey. + fj.) 
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4) 



e" f* ff' 

Ni = -^ sin' a + -^ sin' ß + -^ sin- Y 



_2 r^A'+^»B'+4c'l 
Lbc ' ac ab J 



h 
V 



Ng = -^ sin^ * + "v^ si^^ ß 4" "^ sin'^ 7 






[ 



^2^3 A/ I ^1^3 



bc 



A' + 



ac 



B' + 



^1^2 Q 



ab 



' j u. s. w. 



Es bleibt noch übrig, die Indices e'f g' der Fläche M in 
Bezug auf das Axensystem X'Y'Z' zu ermitteln. In Bezug auf 
das Axensystem XYZ sind die Indices von M, wie schon er- 
wähnt, efg. Die Gleichungen der Fläche M, bezogen auf das 
Axensystem X'Y'Z', sind: 

-^ cos MX' = -^ cos MY' = A- cos MZ' 
e f g 



Daraus folgt 

f^_ bcosMY' 
e' a cos MX' 



g' c cos MZ' 

e' a cos MX' 



Da ein Index willkürlich angenommen werden darf, so 
setze man: 

e' = a cos MX' 
alsdann ist: 

f' = bcosMY' 
und 

g' = c cos MZ' 

Setzt man in diesen Gleichungen für cos MX', cos MY' 
und cos MZ' die Werthe aus den Gl. 4, substituirt dann für 
XjXgXg, JiJ2ys u. s. w. die Werthe aus den Gl. 3, so erhält 
man, wenn man die gemeinschaftlichen Faktoren weglässt: 
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Da ein Index willkürlich angenomnn' 
setze man zi ^^ a cos X'X, dann ist x- 
Xg = c cos X' Z 

Setzt man für cos X'X, coa X'Y it. 
den Gl. 1 und 2, so erhält man für ■ 
Bezug auf XYZ die Werthe: 
2V R — a'N 



aN 



2hlR - n 



2hlR ~ acNcos ß 



Die Indices irgend einei 
seien efg. Es sollen die Wii 
werden, welche diese Ebeiic 
Da die Indices von M, X', ^ 
aus Gl. 19, S. 29: 

H 



co8MX'=- 



\/N, vK" 



;(g^+*' 



A 



ac J 






O.] 



: -• ^ sin ^ 



'C 1 
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In diesen Gleichungen ist: 
• - ->lrR — a'N E^ = 2kl R — bcN cos a 

P -^ 2 k- R — b^N Eg = 2 h 1 R — a c N cos ß 

• \ '^ '1 1- R — c^ N E3 = 2hkR — abN cos 7 

\ -IT COS a — cos ß cos Y B' = cos ß — cos a cos x 

C = cos Y — cos a cos ß 
i i -^ I — cos^ a — cos* ß — cos* Y ~l~ 2 cos a cos ß cos y 

h* k* Y 

N = — 2- sin* a + TT sin* ß -j 7 sin* Y 

I a* b* ' c^ 

I - 4rl ^' + 1: =' + rJ «-] 

Setzt man in diesen Gleichungen a = ß = y = 90, so er- 
• mau die GL 5, S. 325. 

k\) Die Indices der Zwillingsfläche sind zu er- 
: tfln. 
Alles, was S. 226 in Betreff dieses Punktes gesagt worden 
^ irilt auch hier. 



§. 59. 

Anwendung der im vorigen Paragraphen 
vorgetragenen Theorie anf das monosymmetrische 

(monokline) Erystallsystem. 

Die Zwillingsbildung im monosymmetrischen System erfolgt, 
gewöhnlich nach folgenden einfachen Gesetzen: 

1) Die Zwillingsaxe ist die Normale des Orthopinakoids. 

2) Die Zwillingsaxe ist die Normale der Basis oP 

3) Die Zwillingsaxe ist die Normale von i mPdb 

Setzen wir in den Formeln des vorhergehenden Paragraphen 
a = Y = 90, so erhalten wir die für das monosymmetrische 
System geltenden Gleichungen: 









-3- 



,rD,' E,' 



■D,E,] 



, r2kh 2kl ,1 , ..rk" . „ li> 

be I — T cos 3 1 + bf T-i sm* ß -, 

La* ac J ' Lb' a* 

1' , 2hl ri , . r2kl 2kli .1 

' /FE,' D,' . ,. , E" 2a>»P_„n 
y L a b" c ac * 'J 



r2hl 

ce I — i- - 

L a' 



- COS ß j + ci 






E," 



2cos| 



,D.] 



N = 



b' 



sin' ß + - 



Dj = 2h'sm"ß — a'N 
D, = 2k'sm'ß— b'N 
D3 = 2r sin' ß — c'N 



E, =2tl sin'ß 

Ej = 2hl sin' ß — acNcosß 

E3 = 2hksm'ß 



Die vorstehenden Gleichungen geben uns die Indices e'f g' 
einer Fläche, die vor ihrer Drehung durch 180" in Bezug auf 
ein und Jasselbe Axeim'stem die Indices efg hatte. Wir haben 
zu zeigen, wie man mit Hilfe dieser Indices die repräsentative 
fOfKßl bilden kann. 

sei OD = a und BO = b = 1 > a. in 
= a und OD ^ b = 1 < a. Die Lage 




Di 



j- 



fii^: 



E: 



t 
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der Fläche nach ihrer Drehung durch 180^ sei in beiden Fi- 
guren A'B'. Diese Fläche wird parallel mit sich selbst ver- 
schoben, bis sie die Lage AB einnimmt, d. i. bis sie mit ihrem 
einen Endpimkt in den Endpunkt der einen Axe und mit dem 





anderen Endpunkt über den Endpunkt der anderen Axe fällt. 
Die Linie AB in Fig. 86 repr'äsentirt dann allgemein eine der 
Pyramiden mPn, in Fig. 91 dagegen eine der Pyramiden mPn. 
Aus beiden Figuren folgt: 

AO BO 



A'O 



B'O 



Nun ist A' = — 7 . a imd B' = -7=- b = -;=- 

e fr 



mithin, 



da in Fig. 86 BO = 1 und AO = na ist, 

A'O _af_ 



A0 = 



B'O 



na 



folglich 



n 



Da n stets > 1 ist, so muss für eine Pyramide der klino- 



diagonalen Reihe (s. Fig. 86) 



> 1 oder e' < f sein. 



Li Fig. 91 repräsentirt AB eine Pyramide der orthodiago- 
nalen Reihe imd wir erhalten aus obiger Gleichung, da nun 
AO = a und OB = nb = n ist, 



0B = 



B^O 
A'O 



AO = -^ = n 



Da n >• 1 ist, so muss nun e' > f sein. 
Daraus ergibt sich folgende Regel filr die Bildung der 
Formeln. Sind die drei Indices e'fg* von einander verschieden 

Henrich, Lehrbuch der KrysUUberechniuig. 19 



[ 
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f f 

und ist e' <r f , so liegt die Pyramide — 7- P -7- 

e' e^ 
ist aber e' > f , so liegt die Pyramide — 7- P -77- 

e' 
ist e' = f , so liegt die Pyramide —7- P vor. 

Es ist numnehr leicht, aus diesen drei Hauptfallen alle 
möglichen Fälle zu ermitteln. Man braucht nur dem e'f g' 
alle Werthe von Null bis i e'f g' beizulegen. 

§. 60. 

Erstes Zwillingsgesetz : Die Zwillingsfläche ist das. 

Orthopinakoid. 

Setzen wir in den GL 6, S. 288 flir hkl die Indices des 
Orthopinakoids 10 0, so erhalten wir die Gleichimgen: 

n\ j 2ag cos ß /v /. / 

7) e' = e ^ ^ f = — f g= — g 

c 

Parallelflächen der Pyramide + mP. 

Indices m m 1 oder m m 1. 
Parameter a, b, — mc oder — a, b, mc. 

Setzen wir in den öl. 7, S. 290 flir efg die Werthe m m 1 
oder m m 1, so erhalten wir flir e'f g' die Werthe: 

2a cos ß er' — 1 

e = m -j I ^ — m S ^ 

c 

Daraus folgt die Formel 



-(m+2h)p3 + 2t 



m 

a cos ß , 

wenn man = n setzt. 

c 

Parallelflächen der Pyramide — mP. 

Indices m m 1. Parameter a, — b, mc. 

Setzen wir in den öl. 7, S. 290 für efg die Werthe m m 1, 

so erhalten wir filr e'f g' die Werthe: 

, 2 a cos ß ., , - 

e == m — f =: m g = — 1 
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Daraus folgt die Formel: 

' m — 2n 

wenn h = ~ gesetzt wird. 

Parallelflächen der Orthopyramide -f m P n. 

Indices mn, m, n. Parameter a, nb, — mc. 

Setzen wir in den Gl. 7, S. 290 für ef g die Werthe mn, m, n, 
so erhalten wir: 

e = n I m -j I i= — m g=n 

Daraus folgt die Formel: 

_ (^ + 2h) P -^^±IS^ 
^ m 

wenn ^ = n gesetzt wu-d. 

Parallelfläeheii der negatlTen Orthopyramiden — mPn. 

Indices mn, m, n. Parameter a, nb, mc. 

Setzt man in den Ol. 7, S. 290 fbr efg die Werthe mn, m, n, 
so erhält man 

e' = n (m — 2h); f = — m; g^ = — n, worin h = 

c 

Daraus findet man die Formel: 

■ 

_^m_p m 



n n (m — 2h) 



j M • m 

wenn e < r oder ^77- > n 

m — 2h 



+ (,„_2h)P-5J'°-21') 



m 



wenn e' > f oder rrr- < n 

m — 2h 

+ (m — 2h)P 

wenn e' = f oder ^77- = n ist. 

m — 2h 
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Pftnllelfliehen der positiven Klinopframideit -|- mPn. 
Indiceti m, mn, n. Parameter na, fe, — mc. 
Setzt man in den Gl. 7, S. 290 für efg die W«rthe m, mn. n^ 
NO erhält man 

e' = m + 2hn ?" = — i 

Daraus folgt die Formel: 



m + 2hn 
m4-21in 



X 1 
p_m 



ni + 2hn 

— mP 

j mn , , 2nh 

■der !— ?ri — = 1 oder m = r- 

m -|- 2nn n — 1 



pHraflt'l flächen der negatiren KUnopfranüden — mPn. 
ludices m, mn, n. Parameter na, b, mc. 
Man tindet 

/ ni. jy ' . . a COS E 
e — m — 2hn; i ^ — mn; g ^ — n, wonn h = 

iolift die Formel: 

- m P 
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Parallelfläeheii der Domen. 

Setzen wir in den vorhergehenden Resultaten n = oo, so 
erhalten wir das Folgende: 

Dem Hemidoma + mPöö entspricht — (m + 2 h) Pöö 
Dem Hemidoma — mPoö entspricht oP, wenn m = 2h 
Dem Hemidoma — mP o5 entspricht -j- (m — 2 h) PöB 

Dem Doma + m P ob entspricht — m P -^r- wenn m > 2 h 

M n 

Dem Doma + mPob entspricht — mP, wenn m = 2h 

2h 

Dem Doma + m P öo entspricht — 2 h P wenn m < 2 h 

^ m 

Dem Doma — m Poo entspricht + mP -^y 

§. 61. 
Zweites Zwillingsgesetz: Zwillingsfläche die Basis. 

Setzen wir in den GL 6, S. 288 für h kl die Werthe 1, 

so erhalten wir 

8)e' = — e f = — f g' = g — 2he 

- c cos ß . , 

wenn h = ist. 

a 

Parallelflächen der Pyramiden + mP. 

Indices m m 1. Parameter a, b, — mc. 

Setzt man in den Gl. 8 für efg die Werthe m m 1, so 
erhält man 

e' = m f = m g' = 1 + 2hm 

Parallelflächen der Pyramiden — mP. 

Indices m m 1. Parameter a, b, mc. 
e' = — m f = — m g'=l — 2hm 

Parallelflächen der Orthopyramiden + mP5. 

Indices mn, m, n. Parameter a, nb, — mc. 
e' = — mn f = — m g' = — (l + 2hm)n 
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Parallelfläehen der Orüiopframiden — mPä. 

Indices ma, m, n. Parameter a, nb, mc. 

e' = — mn f = — m g' = n{l — 2hm) 

Parallelfläehen der Klinopyramiden -f- mPn. 
Indices m, mn, n. Parameter — na, b, mc 
e' = m f = — mn g' = n + 2mh 

Parallelfläehen der Klinopyramiden — mPn. 

Indices m, mn, n. Parameter nb, b, mc. 
e's= — m f = — mn g' = n — 2mb 

Drittes Zwillingsgesetz: ZwillingsfUche eine Fläche 
des Elinodomas m'Pöo. 
Setzen wir in den GL 6, S. 288 fUr hkl die Werthe Om' 1, 
80 erhalten wir: 

I„ — 2Vcm'e cosß4-af(m"c'sin'ß — b') -j- 2 ab' gm' 
a (m"c" sin' ß + b") 
, — 2b'ceco8ß-f'^ftc'f m'sin'ß-|-ag(b' — m"c'ain'ß) 
^ ~ a (m"c' sin' ß + b») 

Diese Formeln vereinfachen sich noch bedeutend, wenn 
das Elinodoma rechtwinklig, d. i. wenn m'c sin ß = b ist. 

g. 62. 
Ermiltelnng der Zirllllngsfläche. 

Erstes Beispiel (Orthoklas). 
Erstes Verfahren. Die drei Flächen T, T' und die 
Zwillinggfläche (s. Fig. 92) sind tautozonal. 
Die Indices der Fläche T sind 1 T 

Die der Fläche T* sind l oder mn, m, n 

n m 

Die der Zwillingsfläche sind 1 — ; oder m' 1 
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Vermöge der Zonengleichung folgt ^^8- ^^• 

, m (n — 1) 

m = — ^^ 

n 

Kennt man m und n, so ergibt sich aus 
dieser Gleichung m'. Dem T' gegenüber in 
demselben Individuum liegt eine entspre- 
chende Fläche mit den Indices — mn, m, n. 
Diese letztere bildet mit M' den Winkel 
120«36' = w und mit P' den Winkel 112M3' = w'. Mit 
Hilfe dieser zwei Winkel kann man in bekannter Weise mit 
Hilfe einer stereographischen Projection oder mit Hilfe der 
Gl. 21, S. 30 m und n finden. Da 

a : b : c = 0,65842 : 1 : 0,55527 

ist, so findet man 

m = 7,7808 und n = 1,3464 

Daraus ergibt sich: 

m' = 2 

Die Zwillingsfläche ist eine Fläche des Elinodomas tPoo. 

Zweites Verfahren. Die Flächen M' und P' bilden 
einen rechten Winkel, ebenso die Flächen M' und die. dem P' 
gegenüberliegende entsprechende Fläche. Die Zwillingsfläche 
halbirt bekanntlich den Winkel der beiden letzten Flächen. 
Denkt man sich die Zwillingsfläche parallel mit sich selbst 
verschoben, bis sie die Y-Axe, die auf P' senkrecht ist, in 
der Entfernung b = 1 schneidet, und errichtet auf M' eine 
Senkrechte, so wird diese von der verschobenen Zwillings- 
fiäche in der Entfernung m" geschnitten und es ist, wie eine 
Durchschnittsfigur lehrt, 

tg45« = -^=m" = l 

Die Z-Axe bildet mit der Senkrechten auf M' den Winkel 
90 - ß = 26«3'. Mithin ist 



cos (90 — ß) = sin ß = 



m 
m'c 
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tn 



// 



m = 



= 2 



c sin ß c sin ß 

Dasselbe Resultat erhält man auch mit Hilfe der 61. 21, 
S. 30. Der Winkel, den M' mit der Zwillingsfläche bildet, 
ist 45^. Die Indices von M' sind 1, die der Zwillings- 
fläche m' 1. Mithin ist 

• H b 1 

cos 4:0 ""^ I. — — — . 

\/N n/Ni Vm'^c^sin^^ß+b^ 



\lw!'e sin'ß + 1 



Aus dieser Gleichung folgt: 



m 



c sin ß 



= 2 



Fig. 98. 



Zweites Beispiel (Orthoklas). 

Erstes Verfahren. Die Fig. 93 repräsentirt ein andere, 
am Orthoklas beobachtete Zwillingsbildung. Die ZwiUingsfläche 

liegt in den beiden Zonen y'y und P'M', 
ergibt sich mithin aus dem Durchschnitt 

der Zonen. Die Indices von y sind 10 — 

m 

oder m 1, die von y' sind m 1, die von 

P' sind 1 und die von M' sind 10. 

Vermöge der Zonengleichung erhält man für 

die Indices der ZwiUingsfläche die Werthe 

1. Die Zwillingsfläche ist die Basis. 

Zweites Verfahren. Der Winkel P':M' ist gleich 90^ 
der Winkel M' : M = 180^. Dieser letztere wird durch die 
Zwillingsfläche halbirt. Die Hälfte ist 90^; folglich ist die 
Zwillingsfläche der Fläche P' parallel und da P' die Basis ist, 
so ist die Zwillingsfläche die Basis. 




Drittes Beispiel (Augit). 

Die Fig. 94 repräsentirt einen ZwiUingskrystall des ge- 
mein pti Angits. Da 1' mit 1 in eine Ebene fällt, der Winkel 
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Fig. 94. 



1 : 1' mithin 180® ist und dieser Winkel durch die Zwillings- 
fläche halbirt wird, so folgt, dass die Zwillingsfläche der 
Fläche r' parallel ist, mithin eine Fläche des 
Orthopinakoids ooPw ist. 

Auch in folgender Weise kann es gezeigt 
werden. Der einspringende Winkel bei s be- 
trägt 153^1'. Der Winkel, den s mit der 
Orthopinakoidfläche büdet, ist 76<>30'30" und 
dieser Winkel ist genau die Hälfte von 153® 1', 
mithin ist die Zwillingsfläche parallel ooPöö. 




jr 




s' 



§. 63. 

Anwendung der vorgetragenen Theorie anf das 

trikline ErystaUsystem. 

Da die allgemeine Theorie des triklinen Systems bereits 
mitgetheilt worden ist, so bleibt nur noch übrig, zu zeigen, 
wie sie sich in speciellen Fällen gestaltet. Am häufigsten 
erfolgt die Zwillingsbildung nach dem Gesetz: die Zwillings- 
fläche ist das Brachypinakoid. Die Zwillingsbildung findet in 
der Regel mit Juxtaposition der Individuen und in vielfacher 
Wiederholung statt. Bei den triklinen Feldspathen sind die 
Zwillingsindividuen in der Richtung der Zwillingsaxe derart 
verkürzt, dass sie als ein Aggregat mikroskopisch dünner La- 
mellen erscheinen. Durchschneidet eine Spaltungsrichtung die 
Lamellen, so erkennt man auf der Spaltungsfläche die Zwillings- 
streifung. 



Erstes Zwillingsgesetz : Zwillingsfläche das Brachy- 
pinakoid ooPoo. 

Setzt man in den Gl. 5, S. 286 für hkl die Werthe ü 1 0, 
so erhält man: 
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, _ -,_ acf sin* ß — 2bceC' — 2abgA" 

6 — — 6 I — , 2 Q 

ac sin p 

g'==— g 
Wenn man aus den drei Seiten a, ß, y ein sphärisches 
Dreieck construirt und die den Seiten gegenüberliegenden Winkel 
entsprechend durch ABC bezeichnet, so ist: 

A' cos a — cos ß cos Y . . 

--: — T- = : — ^ = Sm Y cos A 

sm ß sin ß 

und 



C 



cos Y — COS a COS ß . ^ 
: — r = Sin a cos C 



sin ß sin ß 

Substituirt man diese Werthe in die vorhergehende Glei- 
chung, so erhält man: 



e' = — e 



^ acf sin ß — 2bce sin a cos C — 2abg sin y cos A 

a c sin ß 

Die Discussion dieser Gleichungen ist genau dieselbe wie 
die der entsprechenden Gleichungen im rhombischen System. 
Die Resultate sind diese: 

. i! ^ i! 
Ist e' < f, so liegt die Pyramide — 7- P — 7- 

e' - e' 
Ist e' >► f , so liegt die Pyramide —7- P -77- 

f 

Ist e' = f , so liegt die Pyramide — y P vor. 

6 

Um alle specieUen Fälle zu erhalten, muss man dem e'f g' 
alle möglichen Werthe von bis i e'f g' beilegen.. 

Zweites Zwillingsgesetz: Zwillingsfläche die Basis oP. 

Setzen wir in den Gl. 5, S. 286 für hkl die Werthe 1, 
so erhalten wir: 



e' 



^ „ ^ abffsin^Y — 2acfA' — 2bceB' 

= — e; f = — f; g= — ■ r— ^-5 

° ab sm^ Y 
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oder, da 



und 



cos ß 


— cos a cos Y 




sin Y 


cos a 


— cos ß cos Y 



= sin a cos B 



sin Y 



e' = — e 



= sin ß cos A ist, 



f = — f 



^ abg sin y — 2acf sin ß cos A — 2bce sin a cos B 

^ ab sin y 

Die Discussion der Gleichungen ist wie oben. 



§. 64. 

Bestimmmig der Zwillingsfläche. 

Albit. 

Erstes Verfahren. Die Fig. 95 repräsentirt eine am Albit 
beobachtete Zwillingsbüdung. Der < T : T' = 120 ^ 40' wird durch 
die Zwillingsfläche halbirt. Da nun der Winkel 

T' : M' = 119<> 40' den Winkel ^4^ = 60<> 20' 




r 




X' 



genau zu 180^ ergänzt, so ist die Zwillings- 
fläche der Fläche M' parallel, mithin das 

Brachypinakoid ooPoo. 

Dasselbe Residtat ergibt sich aus folgender 
Betrachtung. Der Winkel P : P' = 172» 48' 
wird durch die Zwillingsfläche halbirt. Der 
Winkel P' : M' beträgt S6^ 24' und dieser Winkel ist genau 
gleich 4 (P : P') ; mithin ist die Zwillingsfläche der Fläche M' 
parallel. 



Zweites Verfahren. Die Zwillingsfläche liegt in der 
Zone M'T'T und in der Zone M'P'P; sie ergibt sich mithin 
aus dem Durchschnitt der beiden Zonen. 



